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Syntaktische Analyse

3.1 Die Aufgabe der syntaktischen Analyse

Der Parser realisiert diesyntaktische Analysevon Programmen. Als Eingabe erhält er eine Folge von
Symbolen. Seine Aufgabe ist es, in dieser Folge von Symbolendie syntaktische Struktur des Pro-
gramms zu identifizieren. Die syntaktische Struktur gibt an, wie die verschiedenen syntaktischen Ein-
heiten des Programms ineinander geschachtelt sind. Syntaktische Einheiten in imperativen Sprachen
sind z.B. Variablen, Ausdrücke, Anweisungen, Anweisungsfolgen und Deklarationen. In funktionalen
Sprachen gibt es Variablen, Ausdrücke, Muster, Definitionen und Deklarationen und in logischen Spra-
chen wie PROLOG Variablen, Terme, Listen von Termen, Ziele und Klauseln.

Der Parser repräsentiert die syntaktische Struktur des Eingabeprogramms in einer Datenstruktur,
mit deren Hilfe weitere Übersetzerkomponenten auf die einzelnen Programmbestandteile zugreifen
können. Eine mögliche Darstellung ist derSyntaxbaum(syntax tree, parse tree) des Programms. Der
Syntaxbaum kann später mit weiteren Informationen angereichert werden. Mit seiner Hilfe können
Transformationen des Programms durchgeführt oder direkt Code für eine Zielmaschine generiert wer-
den.

Manchmal ist die Übersetzungsaufgabe für eine Programmiersprache so leicht, dass die Programme
sogar in einem Durchgang durch den Programmtext übersetzt werden können. Dann kann der Parser
gegebenenfalls auf eine explizite Darstellung der syntaktischen Struktur verzichten und stattdessen an
geeigneten Stellen der Syntaxanalyse Hilfsfunktionen zursemantischen Analyse und zur Codeerzeu-
gung aufrufen.

Viele Programme, die einem Übersetzer präsentiert werden,enthalten jedoch Fehler. Ein beträchtli-
cher Teil davon bestht aus Verstößen gegen die Syntaxregelnder Programmiersprache. SolcheSyntax-
fehlerentstehen meist durch Flüchtigkeitsfehler, wie Buchstabendreher oder nicht korrekt ausgezählte
Klammern oder fehlende Semikolons. Von jedem Übersetzer wird erwartet, dass er syntaktische Fehler
möglichst genau lokalisiert. Oft kann jedoch nicht die Fehlerstelle selbst festgestellt werden, sondern
nur die früheste Stelle, an welcher der Fehler zu einer Situation geführt hat, in der keine Fortsetzung
der bisher analysierten Eingabe zu einem korrekten Programm möglich ist. Man erwartet von einem
Übersetzer auch, dass er nach nach dem ersten entdeckten Fehler nicht abbricht, sondern möglichst
bald wieder Tritt fasst, d.h. in einen Zustand kommt, in dem das restliche Programm analysiert bzw.
weitere Fehler entdeckt werden können.

Die syntaktische Struktur der Programme einer Programmiersprache lässt sich durch eine kontext-
freie Grammatik beschreiben. Unser Ziel ist, aus einer solchen Grammatik automatisch einen Synta-
xanalysator zu generieren. Aus Effizienz- und Eindeutigkeitsgründen beschränkt man sich im Über-
setzerbau meist auf deterministisch analysierbare kontextfreie Grammatiken, für welche automatisch
Parser generiert werden können. Die in der Praxis eingesetzten Syntaxanalyseverfahren fallen in zwei
Klaseen, nämlichtop-down- undbottom-up-Verfahren. Beide lesen die Eingabe von links and rechts.
Die Unterschiede in der Arbeitsweise macht man sich am besten daran klar, wie sie jeweils Syntaxbäu-
me aufbauen.

Top-down-Analysiererbeginnen die Analyse und die Konstruktion des Syntaxbaums mit dem
Startsymbol der Grammatik, der Markierung der Wurzel des Syntaxbaums. Man nennttop-down-
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Analysierer auchVoraussageparser. Sie treffen Voraussagen darüber, wie das Programm bzw. Teile
des Programms aussehen sollten, und versuchen anschließend, diese Voraussagen zu bestätigen. Die
erste Prognose besteht aus dem Startsymbol der Grammatik. Sie besagt, dass die Eingabe ein Wort für
das Startsymbol ist. Nehmen wir jetzt an, ein Teil der Eingabe sei bereits bestätigt. Dann gibt es zwei
Fälle:

• Beginnt der unbestätigte Teil der Prognose mit einem Nichtterminal, verfeinert dertop-down-Parser
seine aktuelle Prognose, indem er eine der Produktionen fürdieses Nichtterminal auswählt.
• Beginnt die aktuelle Prognose mit einem Terminalsymbol, vergleicht er dieses mit dem nächsten

Eingabesymbol. Sind diese gleich, so ist ein weiteres Symbol der Prognose bestätigt. Andernfalls
liegt ein Fehler vor.

Der top-down-Parser ist fertig, wenn die gesamte Eingabe als Prognose vorausgesagt und bestätigt
wurde.

bottom-up-Parser beginnen dagegen die Analyse und die Konstruktion des Syntaxbaums mit der
Eingabe, d.h. dem zu analysierenden Programm und versuchen, für immer längere Anfangsstücke der
Eingabe die syntaktische Struktur zu identifizieren. Dazu versuchen sie, sukzessive Vorkommen rechter
Seiten von Produktionen der Grammatik durch die linke Seitezu ersetzen. Eine solche Ersetzung wird
reduce-Schritt genannt. Anstatt zu reduzieren, kann der Parser auch beschließen, ein weiteres Symbol
der Eingabe zu konsumieren. Ein solcher Schritt heißtshift. Wegen dieser beiden Arten von Schritten
heißt einbottom-up-Parster auchshift-reduce-Parser. Die Analyse des Parsers ist erfolgreich, wenn
sich aus der Eingabe durch eine Folge vonshift- undreduce-Schritten das Startsymbol der Grammatik
ergibt.

Die Behandlung von Syntaxfehlern

Die meisten Programme, mit denen ein Übersetzer konfrontiert wird, sind fehlerhaft. Ein Grund ist,
dass fehlerhafte Programme i.A. mehrfach übersetzt werden, fehlerfreie Programme dagegen nur nach
Modifikationen oder Portierungen auf andere Rechner. Deshalb sollte ein Übersetzer mit demNormal-
fall, dem inkorrekten Quellprogramm, möglichst gut umgehen können. Lexikalische Fehler und auch
Fehler in der statischen Semantik, also etwa Typfehler in imperativen Sprachen, lassen sich einfacher
lokal diagnostizieren und behandeln. Syntaxfehler wie etwa Fehler in der Klammerstruktur des Pro-
gramms sind schwieriger zu diagnostizieren. In diesem Abschnitt beschreiben wir die erwünschten und
die möglichen Reaktionen eines Parsers auf Syntaxfehler.

Der Parser kann auf syntaktisch inkorrekte Programme auf eine oder mehrere der folgenden Weisen
reagieren:

1. Der Fehler wird lokalisiert und gemeldet;
2. der Fehler wird diagnostiziert;
3. der Fehler wird korrigiert;
4. der Parser fasst wieder Tritt, um eventuell vorhandene weitere Fehler zu entdecken.

Der erste Schritt ist zwingend erforderlich: andere Übersetzerteile gehen nach der syntaktischen Ana-
lyse von einem syntaktisch fehlerfreien Programm aus und erwarten einen Syntaxbaum der Sprache.
Auch ist der Benutzer des Übersetzers darauf angewiesen, dass ihm syntaktische Fehler angezeigt wer-
den. Allerdings muss man zwei Einschränkungen machen. In der Nähe eines anderen Syntaxfehlers
kann ein Fehler leicht unbemerkt bleiben. Die zweite Einschränkung ist gewichtiger. I.A. entdeckt der
Parser einen Fehler dadurch, dass für seine aktuelle Konfiguration keine legale Fortsetzung existiert.
Dies ist aber oft nur dasSymptomfür einen vorhandenen Fehler, nicht aber der Fehler selbst.

Beispiel 3.1.1Betrachten wir die folgende fehlerhafte Zuweisung:

a = a ∗ (b+ c ∗ d ;

↑

Fehlersymptom:′)′ fehlt
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Hier gibt es mehrere Fehlermöglichkeiten. Entweder ist dieöffnende Klammer zuviel, oder es fehlt eine
schließende Klammer hinterc oder hinterd. Die Bedeutung der drei möglichen Ausdrücke ist jeweils
unterschiedlich. ⊓⊔

Bei Fehlern mit überflüssigen oder fehlenden Klammern {, },begin, end, if, usw. können Fehlerstelle
und Stelle des Fehlersymptoms weit voneinander entfernt liegen. Allerdings habenLL(k)- wieLR(k)-
Parser, die wir im Folgenden betrachten werden, die Eigenschaft desfortsetzungsfähigen Präfixes:

Verarbeitet der Parser für eine kontextfreie GrammatikG ein Präfixu eines Wortes, ohne einen Fehler
zu melden, so gibt es ein Wortw, so dassuw ein Satz vonG ist.

Parser mit dieser Eigenschaft melden Fehler(symptome) zumfrühestmöglichen Zeitpunkt. Obwohl wir
i.A. nur das Fehlersymptom und nicht den Fehler selbst entdecken können, werden wir in Zukunft
meist von Fehlern sprechen. In diesem Sinne führen die hier vorgestellten Parser den ersten Schritt der
Fehlerbehandlung aus: sie melden und lokalisieren Syntaxfehler.

Beispiel 3.1.1 zeigt, dass der zweite Schritt nicht so leicht zu erfüllen ist. Der Parser kann eine
Diagnose des Fehlersymptoms lediglichversuchen. Diese sollte zumindest folgende Information bereit
stellen:

• die Stelle des Fehlersymptoms im Programm;
• die Beschreibung der Parserkonfiguration (der aktuelle Zustand, das erwartete Symbol, das statt-

dessen gefundene Symbol etc.)

Um den dritten Schritt, die Korrektur eines gefundenen Fehlers, auszuführen, müsste der Parser die
Intention des Programmierers ahnen. Dies ist i.A. nicht möglich. Etwas realistischer ist die Suche nach
einer global optimalen Fehlerkorrektur. Hierzu wird der Parser um die Fähigkeit erweitert, Symbole in
einem Eingabewort einzusetzen bzw. zu löschen. Dieglobal optimaleFehlerkorrektur für ein ungültiges
Eingabewortw ist ein Wortw′, welches durch eine minimale Zahl solcher Einsetz- und Löschopera-
tionen ausw hervorgeht. Solche Verfahren haben aber wegen ihres Aufwands keinen Eingang in die
Praxis gefunden.

Stattdessen begnügt man sich meist mit lokalen Einsetzungen oder Ersetzungen, welche den Parser
aus der Fehlerkonfiguration in eine neue Konfiguration überführen, in der er zumindest das nächste
Eingabesymbol lesen kann. Damit ist gesichert, dass der Parser durch lokale Veränderungen nicht in
eine Endlosschleife gerät. Auch sollte das Entstehen von Folgefehlern möglichst vermieden werden.

Der Aufbau dieses Kapitels

Im Abschnitt 3.2 werden die Grundlagen der Syntaxanalyse dargestellt. Kontextfreie Grammatiken mit
ihrem Ableitungsbegriff und Kellerautomaten, die zugehörigen Erkennungsmechanismen, werden be-
handelt. Ein spezieller, nichtdeterministischer Kellerautomat zu einer gegebenen kontextfreien Gram-
matikG wird konstruiert, der die vonG definierte Sprache akzeptiert. Aus diesem Kellerautomaten
werden später deterministischetop-down- undbottom-up-Analyseverfahren abgeleitet.

In den Abschnitten 3.3 und 3.4 werden dietop-down- und diebottom-up-Syntaxanalyse vorgestellt.
Die entsprechenden Grammatikklassen werden charakterisiert und Generierungsverfahrenbeschrieben.
Ausführlich behandeln wir auch Verfahren zur Fehlerbehandlung.

3.2 Grundlagen

So wie die lexikalische Analyse durch reguläre Ausdrücke spezifiert und durch endliche Automaten
implementiert wird, wird die syntaktische Analyse durch kontextfreien Grammatiken spezifiziert und
durch Kellerautomaten implementiert. Reguläre Ausdrückeselbst reichen nicht zur Beschreibung der
Syntax von Programmiersprachen aus, da reguläre Ausdrückenicht beliebige rekursive Schachtelun-
gen auszudrücken können, wie sie bei Programmkonstrukten für Blöcke, Anweisungen und Ausdrücke
auftreten.
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In Abschnitt 3.2.1 und 3.2.3 führen wir die notwendigsten Begriffe über kontextfreie Grammatiken
und Kellerautomaten ein. Der Leser, der mit diesen Begriffen vertraut ist, kann diese Abschnitte über-
schlagen und mit Abschnitt 3.2.4 fortfahren. In Abschnitt 3.2.4 wird zu einer kontextfreien Grammatik
ein Kellerautomat eingeführt, der die von der Grammatik definierte Sprache akzeptiert.

3.2.1 Kontextfreie Grammatiken

Mit kontextfreien Grammatiken lässt sich die syntaktischeStruktur der Programme einer Programmier-
sprache beschreiben. Die Grammatik gibt an, wie Programme aus Teilprogrammen zusammengesetzt
sind, d.h. welche elementaren Konstrukte es gibt und wie komplexe Konstrukte aus anderen Konstruk-
ten zusammengesetzt werden können.

Beispiel 3.2.1Ein Auschnitt aus einer Grammatik für eine C-ähnliche Programmiersprache könnte so
aussehen:

〈stat〉 → 〈if _stat〉 |

〈while_stat〉 |

〈do_while_stat〉 |

〈exp〉 ; |

; |

{ 〈stats〉 }

〈if _stat〉 → if ( 〈exp〉 ) else 〈stat〉 |

if ( 〈exp〉 ) 〈stat〉

〈while_stat〉 → while ( 〈exp〉 ) 〈stat〉

〈do_while_stat〉 → do 〈stat〉 while ( 〈exp〉 );

〈exp〉 → 〈assign〉 |

〈call〉 |

Id |

...

〈call〉 → Id ( 〈exps〉 ) |

〈exp〉()

〈assign〉 → Id ′=′ 〈exp〉

〈stats〉 → 〈stat〉 |

〈stats〉 〈stat〉

〈exps〉 → 〈exp〉 |

〈exps〉, 〈exp〉

Das Nichtterminalsymbol〈stat〉 steht für Anweisungen. Wie bei regulären Ausdrücken wird der Ope-
rator | verwendet, um mehrere Alternativen für ein Nichtterminal zusammenzufassen. Gemäß diesem
Ausschnitt der C-Grammatik ist eine Anweisung eineif -Anweisung, einewhile-Anweisung, einedo-
while-Anweisung, ein Ausdruck – gefolgt von einem Semikolon, eine leere Anweisung oder eine ge-
klammerte Folge von Anweisungen. Das Nichtterminalsymbol〈if _stat〉 beschreibtif -Anweisungen,
bei denen derelse-Teil fehlen kann. Stets beginnen sie mit dem Schlüsselwortif, gefolgt von einem
Ausdruck, der in runden Klammern steht, und einer Anweisung. Auf diese Anweisung kann das Schlüs-
selwortelse folgen, zusammen mit einer weiteren Anweisung. Weitere Produktionen beschreiben, wie
while- unddo-while-Anweisungen und Ausdrücke aufgebaut sind. Bei Ausdrückensind nur einige Bei-
spielalternativen angegeben. Weitere Alternativen sind durch ... angedeutet.⊓⊔

Formal ist einekontextfreie Grammatikein QuadrupelG = (VN , VT , P, S), wobeiVN , VT disjunkte
Alphabete sind,VN ist die Menge derNichtterminale, VT die Menge derTerminale, P ⊆ VN × (VN ∪
VT )∗ ist die endliche Menge derProduktionsregeln, undS ∈ VN ist dasStartsymbol.

Die Terminalsymbole (oder kurz: Terminale) sind die Symbole, aus denen zu analysierende Pro-
gramme aufgebaut sind. Während wir bei der Behandlung der lexikalischen Analyse von einem Alpha-
bet vonZeichengesprochen haben – in der Praxis von den in einem Programm erlaubten Zeichen eines
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geeigneten Zeichensatzes wie ASCII oder Unicode – reden wirin diesem Kapitel vonSymbolen, wie sie
etwa von einem Scanner oder Sieber geliefert werden. SolcheSymbole sind z.B. Schlüsselwörter oder
Bezeichner von Symbolklassen wie z.B.Id, die eine ganze Meng möglicher Symbole repräsentieren.

Die Nichtterminale der Grammatik stehen für die Menge von Wörtern, die aus ihnen produziert
werden kann. In der Beispielgrammatik 3.2.1 wurden sie in spitzen Klammern gesetzt. EineProdukti-
onsregel(A,α) aus der RelationP beschreibt mögliche Ersetzungen: ein Vorkommen der linkenSeite
A in einem Wortβ = γ1Aγ2 kann durch die rechte Seiteα ∈ (VT ∪ VN )∗ ersetzt werden. In der Sicht
einestop-down-Parsers wird so aus dem Wortβ ein neues Wortβ′ = γ1αγ2 produziertoderabgeleitet.

Ein bottom-up-Parser liest die Produktion(A,α) dagegen von rechts nach links und fasst sie als
Möglichkeit auf, ein Vorkommen der rechten Seiteα in einem Wortβ′ = γ1αγ2 auf das Nichtterminal
A der linken Seite zureduzieren. Diese Reduktion führt dann zu dem Wortβ = γ1Aγ2.

Für eine kontextfreie GrammatikG = (VN , VT , P, S) führen wir die folgenden Konventionen ein.
Lateinische Großbuchstaben vom Anfang des Alphabets, z.B.A,B,C für Nichtterminale ausVN ; la-
teinische Großbuchstaben vom Ende des Alphabets, z.B.X,Y, Z für Terminale oder Nichtterminale;
Kleinbuchstaben am Anfang des lateinischen Alphabets, also a, b, c, . . ., stehen für Terminale, also Ele-
mente ausVT ; Kleinbuchstaben am Ende des lateinischen Alphabets, etwau, v, w, x, y, z, stehen für
Terminalworte, also Elemente ausV ∗

T ; griechische Kleinbuchstaben, z.B.α, β, γ, ϕ, ψ stehen für Wör-
ter aus(VT ∪ VN )∗.

Die RelationP fassen wir als Menge von Produktionsregeln auf. Jedes Element (A,α) der Relation
schreiben wir deshalb intuitiver alsA→ α. Alle ProduktionenA→ α1, A→ α2, . . . , A→ αn für ein
NichtterminalA fassen wir auch zueinerDeklaration zusammen, die wir als

A→ α1 | α2 | . . . | αn

schreiben. Dieα1, α2, . . . , αn heißen dieAlternativenfür A.

Beispiel 3.2.2Die beiden GrammatikenG0 undG1 beschreiben die gleiche Sprache:

G0 = ({E, T, F}, {+, ∗, (, ), Id}, P0, E) wobeiP0 gegeben ist durch:

E → E + T | T,

T → T ∗ F | F,

F → (E) | Id

G1 = ({E}, {+, ∗, (, ), Id}, P1, E) wobeiP1 gegeben ist durch:

E → E + E | E ∗ E | (E) | Id

⊓⊔

Wir sagen, ein Wortϕ produziertein Wortψ gemäßG direkt, i.Z.ϕ =⇒
G

ψ, wennϕ = σAτ, ψ = σατ

gilt für geeignete Wörterσ, τ und eine ProduktionA→ α ∈ P. Wir sagen, eine Wortϕ produziertein
Wort ψ gemäßG (oder auchψ ist ausϕ gemäßG ableitbar), i.Z. ϕ

∗
=⇒

G
ψ, wenn es eine endliche

Folgeϕ0, ϕ1, . . . ϕn, (n ≥ 0) von Wörtern gibt, so dass

ϕ = ϕ0, ψ = ϕn undϕi =⇒
G

ϕi+1 für alle0 ≤ i < n.

Die Folgeϕ0, ϕ1, . . . , ϕn heißt dann eineAbleitungvonψ ausϕ gemäßG. Falls die Ableitung inn
Schritten erfolgt, schreiben wir auchϕ

n
=⇒

G
ψ. Die Relation

∗
=⇒

G
bezeichnet die reflexive und transitive

Hülle von =⇒
G

.

Beispiel 3.2.3Die Grammatiken aus Beispiel 3.2.2 erlauben die Ableitungen:

E =⇒
G0

E + T =⇒
G0

T + T =⇒
G0

T ∗ F + T =⇒
G0

T ∗ Id + T =⇒
G0

F ∗ Id + T =⇒
G0

F ∗ Id + F =⇒
G0

Id ∗ Id + F =⇒
G0

Id ∗ Id + Id,

E =⇒
G1

E + E =⇒
G1

E ∗ E + E =⇒
G1

Id ∗ E + E =⇒
G1

Id ∗ E + Id =⇒
G1

Id ∗ Id + Id .
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Wir schließen, dass sowohlE
∗

=⇒
G1

Id ∗ Id + Id gilt wie E
∗

=⇒
G0

Id ∗ Id + Id. ⊓⊔

Für eine kontextfreie GrammatikG = (VN , VT , P, S) definieren wir die vonG definierte(erzeugte)
Sprache als die Menge

L(G) = {u ∈ V ∗
T | S

∗
=⇒

G
u}

Ein Wortx ∈ L(G) nennen wir einenSatzvonG. Ein Wortα ∈ (VT ∪ VN )∗ mit S
∗

=⇒
G

α nennen wir

eineSatzformvonG.

Beispiel 3.2.4Betrachten wir erneut die beiden Grammatiken aus Beispiel 3.2.3. Das WortId ∗ Id + Id

ist ein Satz sowohl vonG0 als auch vonG1 , da sowohlE
∗

=⇒
G0

Id∗ Id+ Id als auchE
∗

=⇒
G1

Id∗ Id+ Id

gilt. ⊓⊔

Wenn die Grammatik aus dem Kontext klar ist, auf die sich Ableitungen beziehen, lassen wir im Fol-
genden den IndexG in =⇒

G
weg.

Die syntaktische Struktur eines Programms, wie sie sich alsResultat der syntaktischen Analyse
ergibt, ist eingeordneter Baum, d.h. ein Baum, in dem die Ausgangskanten jedes Knoten geordnet
sind. Dieser Baum beschreibt eine standardisierte Sicht auf den Ableitungsvorgang. Innerhalb eines
Übersetzers dient er alsSchnittstellezu nachfolgenden Übersetzerkomponenten. Die meisten Verfahren
zur Auswertung semantischer Attribute im Kapitel 4 über semantische Analyse arbeiten auf dieser
Baumstruktur.

SeiG = (VN , VT , P, S) eine kontextfreie Grammatik Seit ein geordneter Baum, dessen innere
Knoten mit Symbolen ausVN und dessen Blätter mit Symbolen ausVT∪VN∪{ε} beschriftet sind. Dann
ist t ein Syntaxbaumfragmentoder Strukturbaumfragment, wenn die BeschriftungX jedes inneren
Knotensn von t zusammen mit der Folge der BeschriftungenX1, . . . , Xk der Kinder vonn in t die
folgenden Eigenschaften besitzt:

1. X → X1 . . .Xk ist eine Produktion ausP .
2. IstX1 . . . Xk = ε, dann istk = 1, d.h. der Knotenn hat genau ein Kind und dieses is mitε

beschriftet.
3. IstX1 . . . Xk 6= ε, dann istXi 6= ε für jedesi.

Ist das Symbol an der Wurzel vont das NichtterminalA und ergibt die Konkatenation der Beschriftun-
gen der Folge der Blätter vont das Wortα, dann nennen wirt ein Syntaxbaumfragmentt für das Wort
α undX gemäßG. Ist die Folge der Beschriftungenα ein Terminalwort, d.h. ausV ∗

T , dann nennen wir
t einenSyntaxbaumfür α undA.

Beispiel 3.2.5Abbildung 3.1 zeigt zwei Syntaxbäume gemäß der GrammatikG1 aus Beispiel 3.2.2 für
das Wort Id ∗ Id + Id . ⊓⊔

E

id

E

E

E

E

id id∗ + +∗id id

E

E

E

E

id

E

Abb. 3.1.Zwei Syntaxbäume gemäß der GrammatikG1 aus Beispiel 3.2.2 für das WortId ∗ Id + Id.

Ein Syntaxbaum kann als eine Darstellung von Ableitungen aufgefasst werden, bei der von der Rei-
henfolge abstrahiert wird, in der die Vorkommen von Nichtterminalsymbolen ersetzt werden. Besitzt
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derselbe Satzw ∈ L(G) dennochmehrals einen Syntaxbaum für das StartsymbolS gemäß der Gram-
matikG, dann heißt der Satzw mehrdeutig. Entsprechend heißt die GrammatikG mehrdeutig, wenn
L(G) mindestens einen mehrdeutigen Satz enthält. Eine kontextfreie Grammatik, die nicht mehrdeutig
ist, nennen wireindeutig.

Beispiel 3.2.6Die GrammatikG1 ist mehrdeutig, da der SatzId ∗ Id + Id mehr als einen Syntaxbaum
besitzt. Die GrammatikG0 ist dagegen eindeutig.⊓⊔

Aus der Definition ergibt sich, dass jeder Satzx ∈ L(G) mindestens eine Ableitung ausS besitzt. Zu
jeder Ableitung für den Satzx gehört wiederum ein Syntaxbaum fürx. Jeder Satzx ∈ L(G) besitzt
deshalb mindestens einen Syntaxbaum. Umgekehrt gibt es zu jedem Syntaxbaum für einen Satzx
mindestens eine Ableitung fürx. Diese Ableitung lässt sich leicht aus dem Syntaxbaum ablesen.

Beispiel 3.2.7Das Wort Id + Id hat gemäß der GrammatikG1 den einen Syntaxbaum aus Abbildung
3.2. Je nachdem, in welcher Reihenfolge die Nichtterminaleabgeleitet werden, ergeben sich die beiden
Ableitungen:

E ⇒ E + E ⇒ Id + E ⇒ Id + Id

E ⇒ E + E ⇒ E + Id⇒ Id + Id

⊓⊔

E

Id

E

E

Id +

Abb. 3.2. Der eindeutige Syntaxbaum für den SatzId + Id.

Wir haben in Beispiel 3.2.7 gesehen, dass – auch bei eindeutigen Wörtern – zu einem Syntaxbaum meh-
rere Ableitungen korrespondieren können. Diese ergeben sich aus den verschiedenen Möglichkeiten, in
einer Satzform Nichtterminale für die nächste Anwendung einer Produktion auszuwählen. Wenn fest-
gelegt wird, dass jeweils das am weitesten links bzw. das am weitesten rechts stehende Nichtterminal
ersetzt wird, ergeben sich ausgezeichnete Ableitungen, nämlich Links- bzw.Rechts-Ableitungen.

Eine Ableitungϕ1 =⇒ . . . =⇒ ϕn vonϕ = ϕn ausS = ϕ1 ist eineLinksableitungvonϕ, i.Z.

S
∗

=⇒
lm

ϕ , wenn beim Schritt vonϕi nachϕi+1 jeweils das inϕi am weitesten links stehende Nichtter-

minal ersetzt wird, d.h.ϕi = uAτ, ϕi+1 = uατ für ein Wortu ∈ V ∗
T und eine ProduktionA→ α ∈ P.

Analog nennen wir die Ableitungϕ1 =⇒ . . . =⇒ ϕn Rechtsableitungvonϕ, geschriebenS ∗
=⇒
rm

ϕ,

wenn jeweils das am weitesten rechts stehende Nichtterminal ersetzt wird, d.h.ϕi = σAu,ϕi+1 = σαu
mit u ∈ V ∗

T undA→ α ∈ P.
Eine Satzform, die in einer Linksableitung (Rechtsableitung) auftritt, heißtLinkssatzform (Rechts-

satzform).
Zu jedem Syntaxbaum fürS gibt es genau eine Links- und genau eine Rechtsableitung. Folglich

gibt es zu jedemeindeutigenSatz auch genau eine Links- und genau eine Rechtsableitung.

Beispiel 3.2.8Das Wort Id ∗ Id + Id hat gemäß der GrammatikG1 die Linksableitungen

E =⇒
lm

E + E =⇒
lm

E ∗ E + E =⇒
lm

Id ∗ E + E =⇒
lm

Id ∗ Id + E =⇒
lm

Id ∗ Id + Id und

E =⇒
lm

E ∗E =⇒
lm

Id ∗ E =⇒
lm

Id ∗ E + E =⇒
lm

Id ∗ Id + E =⇒
lm

Id ∗ Id + Id.

Es hat die Rechtsableitungen
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E =⇒
rm

E + E =⇒
rm

E + Id =⇒
rm

E ∗ E + Id =⇒
rm

E ∗ Id + Id =⇒
rm

Id ∗ Id + Id und

E =⇒
rm

E ∗ E =⇒
rm

E ∗ E + E =⇒
rm

E ∗ E + Id =⇒
rm

E ∗ Id + Id =⇒
rm

Id ∗ Id + Id.

Das Wort Id + Id hat in G1 nur jeweils eine Linksableitung, nämlich

E =⇒
lm

E + E =⇒
lm

Id + E =⇒
lm

Id + Id

und eine Rechtsableitung, nämlich

E =⇒
rm

E + E =⇒
rm

E + Id =⇒
rm

Id + Id.

⊓⊔

Wird ein Wort einer eindeutigen Grammatik einmal durch eineLinks- und einmal durch eine Rechts-
ableitung abgeleitet, dann bestehen die beiden Ableitungen aus den gleichen Produktionen. Sie unter-
scheiden sich lediglich in derReihenfolgeihrer Anwendungen. Die Frage ist daher, ob man in beiden
Ableitungen jeweils Satzformen finden kann, die dadurch miteinander korrespondieren, dass jeweils im
nächsten Schritt das gleiche Vorkommen eines Nichtterminals ersetzt wird? Das folgende Lemma stellt
eine solche Beziehung her.

Lemma 3.1. 1. WennS
∗

=⇒
lm

uAϕ gilt, dann gibt es einψ, mit ψ ∗
=⇒ u, so dass für allev mit

ϕ
∗

=⇒ v gilt: S =⇒
rm

ψAv.

2. WennS ∗
=⇒
rm

ψAv gilt, dann gibt es einϕ mit ϕ ∗
=⇒ v, so dass für alleu mit ψ ∗

=⇒ u gilt:

S
∗

=⇒
lm

uAϕ. ⊓⊔

Abbildung 3.3 verdeutlicht die Zusammenhänge zwischenϕ und v einerseits undψ und u
andererseits.

ϕψ
A

u v

S

Abb. 3.3. Zusammenhang zwischen Rechts- und Linksableitung.

Von kontextfreien Grammatiken, welche die Syntax von Programmiersprachen beschreiben, ver-
langt man meist, dass sie eindeutig sind. Dann gibt es zu jedem syntaktisch korrekten Programm, d.h.
zu jedem Satz der Grammatik, genau einen Syntaxbaum und folglich auch nur genau eine Links- und
genau eine Rechtsableitung.

3.2.2 Produktivität und Erreichbarkeit von Nichtterminal en

Kontextfreie Grammatiken haben eventuell überflüssige Nichtterminale und Produktionen. Deren Be-
seitigung macht die Grammatiken kleiner, verändert aber nicht die erzeugte Sprache. Im Folgenden
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werden zwei Eigenschaften von Nichtterminalen definiert, welche diese als nützlich ausweisen, und
es werden Verfahren angegeben, diese Eigenschaften festzustellen und die in diesem Sinne nutzlosen
Nichtterminale zu entfernen.

Die erste Eigenschaft eines nützlichen Nichtterminals istseineProduktivität. Ein NichtterminalX
einer kontextfreien GrammatikG = (VN , VT , P, S) nennen wirproduktiv, wenn es eine Ableitung
X

∗
=⇒

G
w gibt für ein Wortw ∈ V ∗

T , d.h., wenn es einen Ableitungsbaum gibt, dessen Wurzel mitX

beschriftet ist.

Beispiel 3.2.9Betrachten wir die GrammatikG = ({S′, S,X, Y, Z}, {a, b}, P, S′), wobeiP aus den
Produktionen:

S′ → S

S → aXZ | Y

X → bS | aY bY

Y → ba | aZ

Z → aZX

besteht. Dann istY produktiv und deshalb sind auchX,S undS′ produktiv. Das NichtterminalZ ist
dagegen nicht produktiv, da die einzige Produktion fürZ selbst wiederZ enthält. ⊓⊔

Eine zweistufige Charakterisierung, die zu einem Algorithmus für die Berechnung der Produktivität
führt, ist die folgende:

(1) X ist produktiv über die Produktionp genau dann, wennX die linke Seite vonp ist, und wenn alle
Nichtterminale, die in der rechten Seite vonp vorkommen, produktiv sind.

(2) X ist produktiv, wennX über mindestens eine seiner Alternativen produktiv ist.

Insbesondere istX damit produktiv, wenn es eine ProduktionX → u ∈ P gibt, deren rechte Seiteu
keine Nichtterminale enthält, d.h. es giltu ∈ V ∗

T .
Eigenschaft (1) beschreibt die Abhängigkeit der Information zuX von den Informationen über die

Symbole in der rechten Seite einer Produktion fürX ; Eigenschaft (2) gibt an, wie die Information, die
aus den verschiedenen Alternativen fürX erhalten wurde, zu kombinieren ist.

Wir stellen ein Verfahren vor, das zu einer kontextfreien GrammatikG die Menge aller produktiven
Nichtterminal berechnet. Das Verfahren führt für jede Produktion p einenZähler count[p] ein, der
die Anzahl der Vorkommen von Nichtterminalen zählt, von denen noch nicht bekannt ist, dass sie
produktiv sind. Sinkt der Zähler einer Produktionp auf 0, müssen alle Nichtterminale auf der rechten
Seite produktiv sein. Daraus folgt, dass dann die linke Seite vonp produktiv überp ist. Zur Verwaltung
der Produktionen, deren Zähler auf 0 gesunken ist, verwendet der Algorithmus dieArbeitslisteW .

Weiterhin wird für jedes NichtterminalX eine Listeocc[X ] der Vorkommen dieses Nichtterminals
in rechten Seiten von Produktionen verwaltet:

set〈nonterminal〉 productive← ∅; // Ergebnis-Menge

int count[production ]; // Zähler für jede Regel

list〈nonterminal〉 W ← [ ];

list〈production〉 occ[nonterminal ]; // Vorkommen in rechten Seiten

forall (nonterminal X) occ[X ]← [ ]; // Initialisierung

forall (production p) { count[p]← 0;

init(p);

}

. . .

Der Aufruf init(p) der Hilfsprozedurinit() für eine Produktionp, deren Code wir nicht angegeben
haben, iteriert über die Folge der Symbole auf der rechten Seite vonp. Bei jedem Vorkommen eines
NichtterminalsX wird der Zählercount[p] inkrementiert undp zu der Listeocc[X ] hinzugefügt. Gilt
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am Ende immer nochcount[p] = 0, dann fügtinit(p) die Produktionp in die ListeW ein. Damit ist
die Initialisierung abgeschlossen.

In der Hauptiteration werden sukzessive die Produktionen ausW abgearbeitet. Für jede Produktion
p ausW ist die linke Seite produktiv überp und damit produktiv. Wird andererseits ein Nichtterminal
X neuerdings als produktiv entdeckt, dann wird über die Listeocc[X ] der Produktionen iteriert, in
denenX vorkommt. Bei jeder Produktionr aus dieser Liste wird der Zählercount[r] erniedrigt. Das
liefert uns den folgenden Algorithmus:

. . .

while (W 6= []) {

X ← hd(W ); W ← tl(W );

if (X 6∈ productive) {

productive ← productive ∪ {X};

forall ((r : A→ α) ∈ occ[X ]) {

count[r]−−;

if (count[r] = 0) W ← A :: W ;

} // end of forall

} // end of if
} // end of while

Im Wesentlichen läuft die Initialisierungsphase einmal über die Grammatik und führt dabei pro Symbol
nur konstant viel Arbeit aus. Während der Hauptiteration über die Arbeitsliste wird für jede Regel die
linke Seite maximal einmal in die ListeW eingefügt und kann damit auch nur maximal einmal aus der
ListeW entfernt werden. Bei jeder Entnahme eines NichtterminalsX ausW fällt nur dann mehr als
konstant viel Arbeit an, wennX noch nicht als produktiv markiert war. Der Aufwand für ein solches
X ist proportional zu der Länge der Listeocc[X ]. Die Summedieser Längen ist beschränkt durch
die Gesamtgröße der GrammatikG. Daraus folgt, dass der Gesamtaufwand linear in der Größe der
Grammatik ist.

Zur Korrektheit des Verfahrens vergewissern wir uns, dass es die folgenden Eigenschaften besitzt:

• Falls in derj-ten Iteration derwhile-SchleifeX in die Mengeproductive eingefügt wird, gibt es
einen Syntaxbaum fürX der Höhe maximal j − 1.
• Für jeden Syntaxbaum wird die Wurzel einmal inW eingefügt.

Der effiziente Algorithmus, den wir gerade vorgestellt haben, hat Bedeutung auch über seine Anwen-
dungen im Übersetzerbau hinaus. Mit geringen Änderungen kann er auch eingesetzt werden, um die
kleinstenLösungen vonBooleschenGleichungssystemen zu bestimmen, d.h. von Gleichungssystemen,
bei denen die rechten Seiten Disjunktionen beliebiger Konjunktionen von Unbekannten sind. In unse-
rem Beispiel stammen die Konjunktionen von den rechten Seiten, während eine Disjunktion die Exi-
stenz verschiedener Alternativen für ein Nichtterminal repräsentiert.

Die zweite Eigenschaft eines nützlichen Nichtterminals ist seineErreichbarkeit. Ein NichtterminalX
nennen wirerreichbarbzgl. einer kontextfreien GrammatikG = (VN , VT , P, S), wenn es eine Ablei-
tungS

∗
=⇒

G
αXβ gibt.

Beispiel 3.2.10Betrachten wir die GrammatikG = ({S,U, V,X, Y, Z}, {a, b, c, d}, P, S), wobei die
MengeP aus den folgenden Produktionen besteht:

S → Y

Y → Y Z | Y a | b

U → V

X → c

V → V d | d

Z → ZX

Dann sind die NichtterminaleS, Y, Z undX erreichbar,U undV dagegen nicht. ⊓⊔
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Auch für Erreichbarkeit gibt es eine Charakterisierung, aus der wir einen Algorithmus ableiten können.

(1) Das StartsymbolS ist stets erreichbar.
(2) Ist ein NichtterminalX erreichbar undX → α ∈ P , dann ist auch jedes Nichtterminal erreichbar,

das in der rechten Seiteα vorkommt.

Sei für jedes NichtterminalX rhs[X ] die Menge aller Nichtterminale, die in rechten Seiten von Pro-
duktionen der Grammatik vorkommen, deren linke SeiteX ist. Diese Mengen können in linearer Zeit
berechnet werden. Dann können wir die Mengereachable der erreichbaren Nichtterminale einer Gram-
matik berechnen durch:

set〈nonterminal〉 reachable ← ∅;

list〈nonterminal〉 W ← S :: [ ];

nonterminal Y ;

while (W 6= [ ]) {

X ← hd(W ); W ← tl(W );

if (X 6∈ reachable) {

reachable ← reachable ∪ {X};

forall (Y ∈ rhs[X ]) W ← W ∪ {Y };

}

Um eine GrammatikG zu reduzieren, werden zuerst die unproduktiven Nichtterminale zusammen mit
allen Produktionen, in denen sie vorkommen, beseitigt. Erst in einem zweiten Schritt werden die nicht
erreichbaren Nichtterminale beseitigt. In diesem zweitenSchritt kann man wir deshalb davon ausgehen,
dass sämtliche noch vorhandenen Nichtterminale produktivsind.

Beispiel 3.2.11Betrachten wir erneut die Grammatik aus Beispiel 3.2.9 mit den Produktionen:

S′ → S

S → aXZ | Y

X → bS | aY bY

Y → ba | aZ

Z → aZX

Die Menge der produktiven Nichtterminale ist{S′, S,X, Y }, währendZ nicht produktiv ist. Um eine
reduzierte Grammatik zu berechnen, werden deshalb im ersten Schritt alle Produktionen gestrichen, in
denenZ vorkommt. Es ergibt sich die MengeP1:

S′ → S

S → Y

X → bS | aY bY

Y → ba

ObwohlX bzgl. der ursprünglichen Menge von Produktionen erreichbar war, istX nicht mehr er-
reichbar. Die Menge der erreichbaren Nichtterminale istV ′

N = {S′, S, Y }. Indem alle Produktionen
gestrichen werden, deren linke Seite nicht erreichbar ist,ergibt sich die Menge:

S′ → S

S → Y

Y → ba

⊓⊔

Wir nehmen im Folgenden immer an, dass Grammatiken reduziert sind.
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3.2.3 Kellerautomaten

In diesem Abschnitt behandeln wir das Automatenmodell, daskontextfreien Grammatiken entspricht,
den Kellerautomaten. Für die Realisierung einer Komponente zur Syntaxanalyse benötigen wir ein Ver-
fahren, das zu einer gegebenen kontextfreien Grammatik einen Kellerautomaten konstruiert, welcher
die wohlgeformten Sätze der Grammatik analysieren kann. InAbschnitt 3.2.4 beschreiben wir eine
solche Konstruktion. Allerdings hat der Kellerautomat, den wir zu einer kontextfreien Grammatik kon-
struieren, einen kleinen Schönheitsfehler: für fast alle Grammatiken ist er nichtdeterministisch. In den
Abschnitten 3.3 und 3.4 wird beschrieben, wie diese Konstruktion für geeignete Unterklassen kontext-
freier Grammatiken so modifiziert werden kann, dass wir deterministische Automaten erhalten.

Im Gegensatz zu den endlichen Automaten, die im letzten Kapitel behandelt wurden, verfügt ein
Kellerautomat über eine unbegrenzte Speicherfähigkeit.

Die (konzeptuell) unbeschränkte DatenstrukturKeller, mit der er ausgestattet ist, arbeitet nach dem
last-in-first-out-Prinzip. Abbildung 3.4 zeigt eine schematische Darstellung eines Kellerautomaten. Wie

Kontrolle

Eingabeband

Keller

Abb. 3.4. Schematische Darstellung eines Kellerautomaten.

bei einem endlichen Automaten darf sich der Lesekopf nur vonlinks nach rechts bewegen. Im Un-
terschied zu einem endlichen Automaten wird ein Übergang des Automaten nicht durch das aktuelle
Symbol auf dem Eingabeband und und einen Zustand, sondern durch das aktuelle Symbol auf dem
Eingabeband und einem oberen Abschnitt auf dem Keller bestimmt. Der Übergang kann diesen obe-
ren Abschnitt des Kellers verändern und den Eingabekopf gegebenenfalls auf dem Eingabeband nach
rechts rücken.

Formal definieren wir einenKellerautomatenals ein TupelP = (Q, VT , ∆, q0, F ), wobei

• Q die endliche Menge derZustände,
• VT dasEingabealphabet,
• q0 ∈ Q derAnfangszustandund
• F ⊆ Q die Menge derEndzuständesind, und
• ∆, eine endliche Teilmenge vonQ+×VT ×Q

∗, dieÜbergangsrelationist. Die Übergangsrelation
∆ kann auch als eine endliche partielle Funktion∆ vonQ+×VT in die endlichen Teilmengen von
Q∗ aufgefasst werden.

Unsere Definition eines Kellerautomaten ist insofern etwasungewöhnlich, als sie nicht zwischen Zu-
ständen des Automaten und Kellersymbolen unterscheidet, sondern für beide das gleiche Alphabet
verwendet. Entsprechend wird das oberste Kellersymbol alsder aktuelleZustand angesehen und der
Automat in die Lage versetzt, auch die Symbole unterhalb desobersten Kellersymbols zu berücksich-
tigen.
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Die Übergangsrelation beschreibt die möglichen Berechnungsschritte des Kellerautomaten. Sie li-
stet endlich viele Übergänge auf. Die Anwendung eines Übergangs(γ, x, γ′) ersetzt den oberen Ab-
schnittγ ∈ Q+ des Kellers durch die neue Folgeγ′ ∈ Q∗ von Zuständen und liest dabeix ∈ VT ∪ {ε}
in der Eingabe. Der ersetzte Kellerabschnitt hat dabei mindestens die Länge 1. Ein Übergang, bei dem
das nächste Eingabesymbol nicht angesehen wird, heißtε-Übergang.

Auch für Kellerautomaten führen wir den Begriff einerKonfigurationein. Eine Konfiguration um-
fasst alle Komponenten, welche für die zukünftigen Schritte des Automaten relevant sind. Bei unserer
Art von Kellerautomaten sind das der Kellerinhalt und die restliche Eingabe. Formal ist damit eine
Konfigurationdes KellerautomatenP ein Paar(γ, w) ∈ Q+ × V ∗

T . In dieser linearisierten Darstellung
befindet sich das obere Ende des Kellers amrechtenEnde vonγ, während das nächste zu lesende Sym-
bol links am Anfang vonw steht. EinÜbergangvon P wird durch die binäre Relation⊢

P
zwischen

Konfigurationen dargestellt. Diese Relation ist definiert durch:

(γ, w) ⊢
P

(γ′, w′) , falls γ = αβ, γ′ = αβ′, w = xw′ und (β, x, β′) ∈ ∆

für ein geeignetesα ∈ Q∗. Wie bei endlichen Automaten ist eineBerechnungeine Folge von Konfi-
gurationen, zwischen denen jeweils ein Übergang besteht. Wir schreibenC ⊢

n

P
C′, wenn es Konfigura-

tionenC1, . . . , Cn+1 gibt, so dassC1 = C, Cn+1 = C′ und Ci ⊢P Ci+1 für 1 ≤ i ≤ n gilt. Die

Relationen⊢
+

P
und ⊢

∗

P
sind die transitive bzw. die reflexive und transitive Hülle von ⊢

P
. Es gilt:

⊢
+

P
=

S

n ≥ 1
⊢
n

P
und ⊢

∗

P
=

S

n ≥ 0
⊢
n

P

Eine Konfiguration(q0, w) für ein w ∈ V ∗
T heißt eineAnfangskonfiguration, (q, ε), für q ∈ F , eine

Endkonfigurationdes KellerautomatenP . Ein Wortw ∈ V ∗
T wird von dem KellerautomatenP akzep-

tiert wenn(q0, w) ⊢
∗

P
(q, ε) gilt für ein q ∈ F . Die SpracheL(P ) des KellerautomatenP ist die Menge

der vonP akzeptierten Wörter:

L(P ) = {w ∈ V ∗
T | ∃f ∈ F : (q0, w) ⊢

∗

P
(f, ε)}

Ein Wort w wird also von einem Kellerautomaten akzeptiert, wenn esmindestenseine Berechnung
gibt, die von der Anfangskonfiguration(q0, w) zu einer Endkonfiguration führt. Solche Berechnungen
heißenakzeptierend. Für ein Wort kann es gegebenenfalls mehrere akzeptierendeBerechnungen ge-
ben zusammen mit vielen Berechnungen, die nur einen Präfix des Wortsw lesen können oder zwarw
lesen, aber trotzdem keine Endkonfiguration erreichen. Da man in der Praxis akzeptierende Berechnun-
gen nicht durch Probieren herausfinden möchte, sinddeterministischeKellerautomaten von besonderer
Bedeutung.

Ein KellerautomatP heißtdeterministisch, wenn die Übergangsrelation∆ die folgende Eigenschaft
erfüllt:

(D) Falls(γ1, x, γ2), (γ
′
1, x

′, γ′2) zwei verschiedende Übergänge aus∆ sind undγ′1 ein Suffix vonγ1

ist, dann sindx undx′ ausΣ und verschieden, d.h.x 6= ε 6= x′ undx 6= x′.

Besitzt die Übergangsrelation die Eigenschaft(D), dann gibt es in jeder Konfiguration höchstens einen
Übergang.

3.2.4 Der Item-Kellerautomat zu einer kontextfreien Grammatik

In diesem Abschnitt wird ein Verfahren angegeben, mit dem zujeder kontextfreien Grammatik ein
Kellerautomat konstruiert werden kann, der die von der Grammatik definierte Sprache akzeptiert. Die-
ser Automat ist nichtdeterministisch und deshalb für einenpraktischen Einsatz nur bedingt geeignet.
Durch geeignete Entwurfsentscheidungen können wir aus ihmjedoch sowohl dieLL-Analysatoren aus
Abschnitt 3.3, als auch dieLR-Analysatoren aus Abschnitt 3.4 ableiten.

Eine entscheidende Rolle spielt der Begriff des kontextfreien Items. SeiG = (VN , VT , P, S) eine
kontextfreie Grammatik. Einkontextfreies ItemvonG ist ein Tripel(A,α, β) mitA→ αβ ∈ P . Dieses
Tripel schreiben wir intuitiver als[A→ α.β]. Das Item[A→ α.β] beschreibt die Situation, dass bei



50 3 Syntaktische Analyse

dem Versuch, ein Wortw ausA abzuleiten, bereits ein Präfix vonw erfolgreich ausα abgeleitet wurde.
α heißt deshalb dieGeschichtedes Items.

Ein Item [A→ α.β] mit β = ε heißt vollständig. Die Menge aller kontextfreien Items vonG
bezeichnen wir mitItG. Ist ρ die Folge von Items:

ρ = [A1 → α1.β1][A2 → α2.β2] . . . [An → αn.βn]

dann bezeichnethist(ρ) die Konkatenation der Geschichten der Items vonρ, d.h.

hist(ρ) = α1α2 . . . αn.

Zu der kontextfreien GrammatikG = (VN , VT , P, S) konstruieren wir nun denItem-Kellerautomaten.
Als Zustände und damit auch als Kellersymbole verwendet er die Items der Grammatik. Der aktuelle
Zustand ist das Item, an dessen rechter Seite der Automat gerade arbeitet. Im Keller darunter stehen die
Items, von deren rechten Seiten die Bearbeitung bereits begonnen, aber noch nicht vollendet wurde.

Bevor wir den Item-Kellerautomaten konstruieren, wollen wir die GrammatikG jedoch so erwei-
tern, dass die Terminierung des konstruierten Kellerautomaten eindeutig am aktuellen Zustand abgele-
sen werden kann. IstS das Startsymbol der Grammatik, dann sind die Kandidaten fürdie Endzustände
des Item-Kellerautomaten alle vollständigen Items[S → α.] der Grammatik. TrittS auch auf der rech-
ten Seite einer Produktion auf, können solche vollständigen Items jedoch auch oben auf dem Keller
auftreten, ohne dass der Automat deswegen terminieren sollte, da darunter noch unvollständig bearbei-
tete Items liegen. Darum erweitern wir die GrammatikG um ein neues StartsymbolS′, das in keiner
rechten Seite vorkommt. FürS′ fügen wir die ProduktionS′→ S zu der Menge der Produktionen von
G hinzu. Als Startzustand des Item-Kellerautomaten für die erweiterte Grammatik wählen wir das Item
[S′ → .S] und als einzigen Endzustand das vollständige Item[S′ → S.]. Der Item-Kellerautomatzu
der GrammatikG ist dann der Kellerautomat

KG = (ItG, VT , ∆, [S
′→ .S], {[S′→ S.]})

wobei die Übergangsrelation∆ drei Typen von Übergängen bereit stellt:

(E) ∆([X → β.Y γ], ε) = {[X → β.Y γ][Y → .α] | Y → α ∈ P}

(L) ∆([X → β.aγ], a) = {[X → βa.γ]}

(R) ∆([X → β.Y γ][Y → α.], ε) = {[X → βY.γ]}.

Übergänge gemäß(E) heißenExpansionsübergänge, solche gemäß(L) Leseübergängeund solche
gemäß(R) Reduktionsübergänge.

Für eine Folge von Items, die als Kellerinhalt in einer Berechnung des Item-Kellerautomaten auf-
treten, gilt die folgende Invariante(I):

(I) Falls([S′→ .S], uv) ⊢
∗

KG
(ρ, v), dann gilt: hist(ρ)

∗
=⇒

G
u.

Diese Invariante ist ein wesentlicher Bestandteil des Beweises, dass der Item-KellerautomatKG nur
Sätze vonG akzeptiert, d.h. dassL(KG) ⊆ L(G) ist. Wir erläutern nun die Arbeitsweise des Automa-
tenKG und führen gleichzeitig einen Induktionsbeweis (über die Länge von Berechnungen), dass die
Invariante(I) für jede aus einer Anfangskonfiguration erreichbare Konfiguration erfüllt ist.

Betrachten wir zuerst die Anfangskonfiguration für die Eingabew. Diese Anfangskonfiguration
ist ([S′→ .S], w). Das Wortu = ε wurde bereits gelesen,hist([S′→ .S]) = ε, und es giltε ∗

=⇒ ε.

Deshalb gilt die Invariante in dieser Konfiguration.
Betrachten wir nun Ableitungen, die mindestens einen Übergang enthalten. Nehmen wir als er-

stes an, der letzte Übergang sei ein Expansionsübergang. Dann wurde vor diesem Übergang aus der
Anfangskonfiguration([S′ → .S], uv) eine Konfiguration(ρ[X → β.Y γ], v) erreicht. Diese Konfigu-
ration erfüllt nach Induktionsvoraussetzung die Invariante(I), d.h. es gilthist(ρ)β

∗
=⇒ u. Als aktueller

Zustand legt das Item[X → β.Y γ] nahe, einen Präfix vonv aus Y abzuleiten. Dazu sollte der Au-
tomat nichtdeterministisch eine der Alternativen fürY auswählen. Gerade das beschreiben die Über-
gänge gemäß(E). Alle möglichen Folgekonfigurationen(ρ[X → β.Y γ][Y → .α], v) für Y → α ∈ P
erfüllen ebenfalls die Invariante(I), denn
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hist(ρ[X → β.Y γ][Y → .α]) = hist(ρ)β
∗

=⇒ u .

Als nächstes nehmen wir an, der letzte Übergang sei ein Leseübergang. Dann wurde vor diesem Über-
gang aus([S′→ .S], uav) eine Konfiguration(ρ[X → β.aγ], av) erreicht. Diese Konfiguration erfüllt
nach Induktionsvoraussetzung die Invariante(I), d.h. es gilthist(ρ)β

∗
=⇒ u. Dann erfüllt die Nachfol-

gekonfiguration(ρ[X → βa.γ], v) ebenfalls die Invariante(I), denn

hist(ρ[X → βa.γ]) = hist(ρ)βa
∗

=⇒ ua

Nehmen wir schließlich an, dass der letzte Schritt ein Reduktionsübergang ist. Vor dem letzten Schritt
wurde aus([S′→ .S], uv) eine Konfiguration(ρ[X → β.Y γ][Y → α.], v) erreicht. Nach Induktions-
voraussetzung erfüllt sie die Invariante(I), d.h. es gilthist(ρ)βα

∗
=⇒

G
u. Der aktuelle Zustand ist das

vollständige Item[Y → α.]. Er ist das Ergebnis einer Berechnung, die mit dem Item[Y → .α] begon-
nen wurde, als[X → β.Y γ] aktueller Zustand war und die AlternativeY → α für Y ausgewählt wur-
de. Diese Alternative wurde erfolgreich abgearbeitet. DieNachfolgekonfiguration(ρ[X → βY.γ], v)

erfüllt ebenfalls die Invariante(I), denn aushist(ρ)βα
∗

=⇒
G

u folgt hist(ρ)βY
∗

=⇒
G

u. ⊓⊔

Insgesamt gilt der folgende Satz:

Satz 3.2.1Für jede kontextfreie GrammatikG gilt L(KG) = L(G).

Beweis. Nehmen wir an,w ∈ L(KG). Dann gilt

([S′→ .S], w) ⊢
∗

KG
([S′→ S.], ε) .

Wegen der Invariante(I), die wir bereits bewiesen haben, folgt, dass

S = hist([S′→ S.])
∗

=⇒
G

w

Deshalb istw ∈ L(G). Für die umgekehrte Richtung nehmen wir an, dassw ∈ L(G) ist. Dann gilt
S

∗
=⇒

G
w. Um zu zeigen, dass dann auch

([S′→ .S], w) ⊢
∗

KG
([S′→ S.], ε)

gilt, zeigt man allgemeiner, dass für jede AbleitungA=⇒
G

α
∗

=⇒
G

w mit A ∈ VN gilt, dass

(ρ[A→ .α], wv) ⊢
∗

KG
(ρ[A→ α.], v)

für beliebigeρ ∈ It∗G und beliebigev ∈ V ∗
T . Diese allgemeinere Behauptung lässt sich durch Induktion

über die Länge der AbleitungA=⇒
G

α
∗

=⇒
G

w beweisen. ⊓⊔

Beispiel 3.2.12SeiG′ = ({S,E, T, F}, {+, ∗, (, ), Id}, P ′, S) die Erweiterung der GrammatikG0 um
das neue StartsymbolS. Die Menge der ProduktionenP ′ ist gegeben durch:

S → E

E → E + T | T

T → T ∗ F | F

F → (E) | Id

Die Übergangsrelation∆ vonKG0 ist in Tabelle 3.1 beschrieben. Eine akzeptierende Berechnung von
KG0 für das WortId + Id ∗ Id zeigt Tabelle 3.2. ⊓⊔
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oberes Kellerende Eingabeneues oberes Kellerende

[S → .E] ε [S → .E][E → .E + T ]

[S → .E] ε [S → .E][E → .T ]

[E → .E + T ] ε [E → .E + T ][E → .E + T ]

[E → .E + T ] ε [E → .E + T ][E → .T ]

[F → (.E)] ε [F → (.E)][E → .E + T ]

[F → (.E)] ε [F → (.E)][E → .T ]

[E → .T ] ε [E → .T ][T → .T ∗ F ]

[E → .T ] ε [E → .T ][T → .F ]

[T → .T ∗ F ] ε [T → .T ∗ F ][T → .T ∗ F ]

[T → .T ∗ F ] ε [T → .T ∗ F ][T → .F ]

[E → E + .T ] ε [E → E + .T ][T → .T ∗ F ]

[E → E + .T ] ε [E → E + .T ][T → .F ]

[T → .F ] ε [T → .F ][F → .(E)]

[T → .F ] ε [T → .F ][F → .Id]

[T → T ∗ .F ] ε [T → T ∗ .F ][F → .(E)]

[T → T ∗ .F ] ε [T → T ∗ .F ][F → .Id]

[F → .(E)] ( [F → (.E)]

[F → .Id] Id [F → Id.]

[F → (E.)] ) [E → (E).]

[E → E. + T ] + [E → E + .T ]

[T → T. ∗ F ] ∗ [T → T ∗ .F ]

[T → .F ][F → Id.] ε [T → F.]

[T → T ∗ .F ][F → Id.] ε [T → T ∗ F.]

[T → .F ][F → (E).] ε [T → F.]

[T → T ∗ .F ][F → (E).] ε [T → T ∗ F.]

[T → .T ∗ F ][T → F.] ε [T → T. ∗ F ]

[E → .T ][T → F.] ε [E → T.]

[E → E + .T ][T → F.] ε [E → E + T.]

[E → E + .T ][T → T ∗ F.] ε [E → E + T.]

[T → .T ∗ F ][T → T ∗ F.] ε [T → T. ∗ F ]

[E → .T ][T → T ∗ F.] ε [E → T.]

[F → (.E)][E → T.] ε [F → (E.)]

[F → (.E)][E → E + T.] ε [F → (E.)]

[E → .E + T ][E → T.] ε [E → E. + T ]

[E → .E + T ][E → E + T.] ε [E → E. + T ]

[S → .E][E → T.] ε [S → E.]

[S → .E][E → E + T.] ε [S → E.]

Tabelle 3.1. Tabellarische Darstellung der Übergangsrelation aus Beispiel 3.2.12. Die mittlere Spalte gibt die
konsumierte Eingabe an.
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Kellerinhalt restliche Eingabe

[S → .E] Id + Id ∗ Id

[S → .E][E → .E + T ] Id + Id ∗ Id

[S → .E][E → .E + T ][E → .T ] Id + Id ∗ Id

[S → .E][E → .E + T ][E → .T ][T → .F ] Id + Id ∗ Id

[S → .E][E → .E + T ][E → .T ][T → .F ][F → .Id] Id + Id ∗ Id

[S → .E][E → .E + T ][E → .T ][T → .F ][F → Id.] +Id ∗ Id

[S → .E][E → .E + T ][E → .T ][T → F.] +Id ∗ Id

[S → .E][E → .E + T ][E → T.] +Id ∗ Id

[S → .E][E → E. + T ] +Id ∗ Id

[S → .E][E → E + .T ] Id ∗ Id

[S → .E][E → E + .T ][T → .T ∗ F ] Id ∗ Id

[S → .E][E → E + .T ][T → .T ∗ F ][T → .F ] Id ∗ Id

[S → .E][E → E + .T ][T → .T ∗ F ][T → .F ][F → .Id] Id ∗ Id

[S → .E][E → E + .T ][T → .T ∗ F ][T → .F ][F → Id.] ∗Id

[S → .E][E → E + .T ][T → .T ∗ F ][T → F.] ∗Id

[S → .E][E → E + .T ][T → T. ∗ F ] ∗Id

[S → .E][E → E + .T ][T → T ∗ .F ] Id

[S → .E][E → E + .T ][T → T ∗ .F ][F → .Id] Id

[S → .E][E → E + .T ][T → T ∗ .F ][F → Id.]

[S → .E][E → E + .T ][T → T ∗ F.]

[S → .E][E → E + T.]

[S → E.]

Tabelle 3.2. Die akzeptierende Berechnung vonKG für das WortId + Id ∗ Id.

Kellerautomaten mit Ausgabe

Kellerautomaten als solche sind nur Akzeptoren, d.h. sie entscheiden nur, ob ein vorgelegtes Wort ein
Satz der Sprache ist oder nicht. Will man dagegen einen Kellerautomaten zur syntaktischen Analyse
in einem Übersetzer benutzen, so interessiert aber auch diesyntaktische Struktur akzeptierter Wörter.
Diese kann in der Form eines Syntaxbaums oder in der Folgen der in einer Rechts- bzw. Linksableitung
angewandten Produktionen darstellt werden. Deshalb erweitern wir Kellerautomaten um entsprechende
Ausgabemöglichkeiten.

Ein Kellerautomatmit Ausgabeist ein TupelP = (Q, VT , O,∆, q0, F ), wobeiQ, VT , q0, F wie bei
einem normalen Kellerautomaten definiert sind undO ein endliches Ausgabealphabet ist. Die Relation
∆ ist eine endliche Relation zwischenQ+ × (VT ∪ {ε}) undQ∗ × (O ∪ {ε}). Eine Konfiguration
beschreibt den aktuellen Kellerinhalt, die verbleibende Eingabe und die bereits getätigte Ausgabe. Sie
ist deshalb ein Element ausQ+ × V ∗

T ×O
∗.

Bei jedem Übergang kann der Automat ein Symbol ausO ausgeben. Setzen wir einen Kellerauto-
maten mit Ausgabe als Parser ein, so besteht sein Ausgabealphabet aus den Produktionen der kontext-
freien Grammatik oder ihren Nummern.

Den Item-Kellerautomaten können wir auf zwei Weisen um Möglichkeiten zur Ausgabe erweitern.
Wird bei jeder Expansion die angewandte Produktion ausgegeben, ist die gesamte Ausgabe für jede
akzeptierende Berechnung eine Linksableitung für das akzeptierte Wort. Einen Kellerautmaten mit
einer solchen Ausgabe nennen wir einenLinksparser.

Anstatt bei den Expansionen könnte der Item-Kellerautomatauch bei jeder Reduktion die ange-
wandte Produktion ausgeben. Dann liefert seine Ausgabe füreine akzeptierende Berechnung einege-
spiegelte Rechtsableitungfür das akzeptierte Wort. Einen Kellerautomaten mit einer solchen Ausgabe
nennen wir einenRechtsparser.
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Deterministische Parser

In Satz 3.2.1 haben wir bewiesen, dass der Item-KellerautomatKG zu einer kontextfreien Grammatik
G genau deren SpracheL(G) akzeptiert. Jedoch ist die nichtdeterministische Arbeitsweise des Keller-
automaten für die Praxis ungeeignet. Die Quelle des Nichtdeterminismus liegt in den Übergängen des
Typs(E): der Item-Kellerautomat kann bei jedem Expansionsübergang für ein Nichtterminal zwischen
mehreren Alternativen auswählen. Bei einer eindeutigen Grammatik ist jedoch höchstens eine davon
die richtige, um einen Präfix der restlichen Eingabe abzuleiten. Die anderen Alternativen führen früher
oder später in die Irre. Der Item-Kellerautomat kann diese richtige Alternative jedoch nurraten.

In den Abschnitten 3.3 und 3.4 geben wir zwei Methoden an, diedas Raten beseitigen. DieLL-
Analysatoren aus Abschnitt 3.3 wählen deterministisch eine Alternative für das aktuelle Nichtterminal
aus und benutzen dazu eine beschränkte Vorausschau in die restliche Eingabe. Nicht für alle Gram-
matiken, aber für Grammatiken vom TypLL(k) kann deterministisch ein(E)-Übergang ausgewählt
werden, wenn die bereits gelesene Eingabe, das zu expandierende Nichtterminal und die nächstenk
Eingabesymbole in Betracht gezogen werden.LL-Analysatoren sind Linksparser.

DieLR-Analysatoren arbeiten anders. Sieverzögerndie Entscheidung, die derLL-Analysator bei
der Expansion trifft, bis zu den Reduktionsstellen. Zu jedem Zeitpunkt der Analyse verfolgen sie par-
allel alle Möglichkeiten, die noch zu einer gespiegelten Rechtsableitung für das Eingabewort führen
können. Erst, wenn eine der Möglichkeiten eine Reduktion verlangt, muss der Analysator eine Ent-
scheidung treffen. Diese Entscheidung betrifft die Frage,ob weiter gelesen oder reduziert werden soll,
und im zweiten Fall mit welcher Produktion reduziert werdensoll. Für diese Entscheidung wird der
aktuelle Kellerinhalt und ebenfalls eine beschränkte Zahlvon Symbolen Vorausschau herangezogen.
Weil LR-Analysatoren Reduktionen melden, sind sie Rechtsparser.AuchLR-Analysatoren existieren
nicht für jede kontextfreie Grammatik, sondern nur für Grammatiken vom TypLR(k), wobeik wieder
die Anzahl der benötigten Symbole Vorausschau angibt.

3.2.5 first- und follow-Mengen

Betrachten wir den Item-KellerautomatenKG zu einer kontextfreien GrammatikG bei einer Expan-
sion, d.h. einem(E)-Übergang. Vor einem solchen Übergang istKG in einem aktuellen Zustand der
Form[X → α.Y β]. In diesem Zustand muss der KellerautomatKG nichtdeterministisch aus den Alter-
nativenY → α1 | . . . | αn für das NichtterminalY auswählen. Für diese Entscheidung ist es hilfreich,
die Mengen der Wörter zu kennen, die von den verschiedenen Alternativen produziert werden können.
Wenn der Anfang der restlichen Eingabe nur zu Wörtern einer AlternativeY → αi passt, wird diese
Alternative auszuwählen sein. Wenn einige der Alternativen auch kurze Wörter, z.B.ε, produzieren
können, ist ebenfalls die Menge der Wörter oder ihrer Anfänge interessant, die aufY folgen können.

Da die Mengen der Wörter, die von einer Alternative produziert werden können, i.A. unendlich
sind, begnügt man sich mit den Mengen derPräfixedieser Wörter von einer vorgegebenen Längek.
Diese Mengen sind endlich, Der erzeugte Parser gründet seine Entscheidungen auf einem Vergleich
eines Präfixes der restlichen Eingabe der Längek mit den Elementen dieser vorberechneten endlichen
Mengen. Für diesen Zweck führen wir die Funktionenfirstk undfollowk ein.

Für ein AlphabetVT schreiben wirV ≤k
T für

k⋃

i = 0
V i

T undV ≤k
T,# für V ≤k ∪ (V ≤k−1

T {#}), wobei#

ein Symbol ist, das nicht inVT enthalten ist. Wie das Dateiendesymboleof markiert es das Ende eines
Wortes. Seiw = a1 . . . an ein Wort mitai ∈ VT für (1 ≤ i ≤ n), n ≥ 0. Fürk ≥ 0 definieren wir den
k-Präfixvonw als:

w|k =

{

a1 . . . an falls n ≤ k

a1 . . . ak sonst

Weiterhin führen wir den Operator⊙k : VT × VT → V ≤k
T ein, der definiert ist durch

u⊙k v = (uv)|k

Diesen Operator nennen wirk-Konkatenation. Beide Operationen erweitern wir auf Mengen von Wör-
tern. Für MengenL ⊆ V ∗

T undL1, L2 ⊆ V
≤k definieren wir
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L|k = {w|k | w ∈ L} und L1 ⊙k L2 = {x⊙k y | x ∈ L1, y ∈ L2} .

SeiG = (VN , VT , P, S) eine kontextfreie Grammatik. Fürk ≥ 1 definieren wir die Funktionfirstk :

(VN ∪ VT )∗ → 2V
≤k

T , die zu jedem Wortα die Menge aller Präfixe der Längek von Terminalworten
liefert, die ausα ableitbar sind:

firstk(α) = {u|k | α
∗

=⇒ u}

Entsprechend liefert die Funktionfollowk : VN → 2V
≤k

T,# zu jedem NichtterminalX die Menge der
Terminalworte der Länge kleiner oder gleichk, die in einer Satzform direkt aufX folgen können:

followk(X) = {w ∈ V ∗
T | S

∗
=⇒ βXγ undw ∈ firstk(γ#)}

Die Mengefirstk(X) besteht aus denk-Präfixen der Blattwörter aller Bäume fürX . followk(X) aus den
k-Präfixen des zweiten Teils der Blattwörter aller oberen Baumfragmente fürX (siehe Abbildung 3.5).
Einige Eigenschaften derk-Konkatenation und der Funktionfirstk beschreibt das folgende Lemma.

S

X

followk(X)
firstk(X)

Abb. 3.5. firstk und followk im Syntaxbaum

Lemma 3.2.Seik ≥ 1, und seienL1, L2, L3 ⊆ V
≤k gegeben. Dann gilt:

(a) L1 ⊙k (L2 ⊙k L3) = (L1 ⊙k L2)⊙k L3

(b) L1 ⊙k {ε} = {ε} ⊙k L1 = L1|k

(c) L1 ⊙k L2 = ∅ gdw. L1 = ∅ ∨ L2 = ∅

(d) ε ∈ L1 ⊙k L2 gdw. ε ∈ L1 ∧ ε ∈ L2

(e) (L1L2)|k = L1|k ⊙k L2|k

(f) firstk(X1 . . . Xn) = firstk(X1)⊙k . . .⊙k firstk(Xn)

fürX1, . . . , Xn ∈ (VT ∪ VN )

Die Beweise zu(b), (c), (d) und (e) sind trivial. (a) ergibt sich aus Fallunterscheidungen über die
Länge von Wörternx ∈ L1, y ∈ L2, z ∈ L3. Der Beweis zu(f) benutzt(e) sowie die Beobachtung,
dassX1 . . .Xn

∗
=⇒ u gilt genau dann, wennu = u1 . . . un gilt für geeignete Worteui mit Xi

∗
=⇒ ui.

Wegen der Eigenschaft(f) lässt sich die Berechnung der Mengefirstk(α) auf die Berechnung
der Mengenfirstk(X) für einzelne SymboleX ∈ VT ∪ VN zurückführen. Dafirstk(a) = {a} für
a ∈ VT gilt, genügt es, die Mengenfirstk(X) für NichtterminaleX zu ermitteln. Ein Wortw ∈ V ≤k

T

ist genau dann infirstk(X) enthalten, wennw für eine der ProduktionenX → α ∈ P in der Menge
firstk(α) enthalten ist. Wegen der Eigenschaft(f) des Lemmas 3.2 erfüllen diefirstk-Mengen deshalb
das Gleichungssystem(fi):

firstk(X) =
⋃

{firstk(X1)⊙k . . .⊙k firstk(Xn) | X → X1 . . .Xn ∈ P} , Xi ∈ VN (fi)
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Beispiel 3.2.13SeiG2 die kontextfreie Grammatik mit den Produktionen:

0 : S → E 3 : E′ → +E 6 : T ′ → ∗T

1 : E → TE′ 4 : T → FT ′ 7 : F → (E)

2 : E′ → ε 5 : T ′ → ε 8 : F → Id

G2 erzeugt die gleiche Sprache der arithmetischen Ausdrücke wieG0 undG1. Als Gleichungssystem
zur Berechnung derfirst1-Mengen erhalten wir:

first1(S) = first1(E)

first1(E) = first1(T )⊙1 first1(E′)

first1(E′) = {ε} ∪ {+} ⊙1 first1(E)

first1(T ) = first1(F )⊙1 first1(T ′)

first1(T ′) = {ε} ∪ {∗} ⊙1 first1(T )

first1(F ) = {Id} ∪ {(} ⊙1 first1(E)⊙1 {)}

⊓⊔

Die rechten Seiten des Gleichungssystems zur Berechnung der firstk-Mengen können als Ausdrücke
repräsentiert werden, die aus Unbekanntenfirstk(Y ), Y ∈ VN und den Mengenkonstanten{x}, x ∈
VT ∪ {ε}, mit Hilfe der Operatoren⊙k und∪ aufgebaut sind. Es stellen sich sofort mehrere Fragen:

• Ist dieses Gleichungssystem lösbar, d.h. besitzt dieses Gleichungssystem Lösungen?
• Wenn ja, welche Lösung ist diejenige, die denfirstk-Mengen entspricht?
• Wie berechnet man diese gewünschte Lösung?

Zur Beantwortung dieser Fragen betrachten wir zuerst einmal generell Gleichungssysteme wie(fi) und
untersuchen eine algorithmische Idee, wie eine Lösung berechnet werden könnte. Seix1, . . . ,xn eine
Folge von Unbekannten,

x1 = f1(x1, . . . ,xn)

x2 = f2(x1, . . . ,xn)
...

xn = fn(x1, . . . ,xn)

ein Gleichungssystem, das über einem BereichD gelöst werden soll. Dabei bezeichnet jedesfi auf
der rechten Seite eine Funktionfi : D

n → D. Eine LösungI∗ dieses Gleichungssystems ordnet jeder
Unbekanntenxi einen WertI∗(xi) zu, so dass alle Gleichungen erfüllt sind, d.h. dass

I∗(xi) = fi(I
∗(x1), . . . , I

∗(xn))

gilt für alle i = 1, . . . , n.
Nehmen wir an,D enthalte ein ausgezeichnetes Elementd0, das sich als Startwert zur Berechnung

einer Lösung anbietet. Eine einfache Idee zur Berechnung einer Lösung besteht dann darin, zuerst ein-
mal alle Unbekanntenx1, . . . ,xn auf diesen Startwertd0 zu setzen. SeiI(0) diese Variablenbelegung.
Mit dieser Belegung der Unbekannten werden nun alle rechtenSeitenfi ausgewertet. Dann erhält jede
Variablexi einen neuen Wert. Alle diese Werte bilden eine neue VariablenbelegungI(1), in der erneut
die rechten Seiten ausgewertet werden, usw. Nehmen wir alsoan, wir haben bereits eine Variablenbe-
legungI(j) berechnet. Dann erhalten wir die VariablenbelegungI(j+1) durch:

I(j+1)(xi) = fi(I
(j)(x1), . . . , I

(j)(xn))

Es ergibt sich eine FolgeI(0), I(1), . . . von Variablenbelegungen. Gilt für irgend einj ≥ 0, dass
I(j+1) = I(j), dann folgt, dass

I(j)(xi) = fi(I
(j)(x1), . . . , I

(j)(xn)) (i = 1, . . . , n)
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gilt. Damit istI(j) = I∗ eine Lösung.
Ohne weitere Voraussetzungen ist allerdings unklar, ob einj mit I(j+1) = I(j) jemals erreicht

wird. In den speziellen Fällen, die wir in diesem Band betrachten, können wir allerdings garantieren,
dass dieses Verfahren nicht nur gegen eine Lösung, sondern sogar gegen die Lösung konvergiert, die
wir benötigen. Denn wir wissen einiges über die BereicheD, die in unserer Anwendung auftreten:

• Auf D gibt es stets eineHalbordnung, dargestellt durch das Symbol⊑. Bei denfirstk-Mengen
besteht die MengeD aus allen Teilmengen der (endlichen) GrundmengeV ≤k

T aller Terminalwörter
der Länge höchstensk. Die Halbordnung auf diesem Bereich ist dieTeilmengenrelation.
• D enthält als ausgezeichnetes Element, mit dem die Iterationstarten kann, ein eindeutig bestimmtes

kleinstes Element. Dieses Element bezeichnen wir mit⊥ (bottom). Bei denfirstk-Mengen ist dieses
kleinste Element dieleereMenge.
• Für jede TeilmengeY ⊆ D gibt es bzgl. der Relation⊑ stets einekleinste obere Schranke

⊔
Y .

Bei denfirstk-Mengen ist die kleinste obere Schranke einer Menge von Mengen ihre Vereinigung.
Halbordnungen mit dieser Eigenschaft heißenvollständige Verbände.

Weiterhin sind alle Funktionenfi monoton, d.h. sie respektieren die Ordnungsrelation⊑ auf ihren Ar-
gumenten. Bei denfirstk-Mengen gilt dies, weil die rechten Seiten der Gleichungen aus den Operatoren
Vereinigung undk-Konkatenation aufgebaut sind, die beide monoton sind, undKompositionen mono-
toner Funktionen wieder monoton sind.

Wird der Algorithmus mitd0 = ⊥ gestartet, dann folgt daraus, dassI(0) ⊑ I(1) gilt. Dabei nehmen
wir an, dass eine Variablenbelegung kleiner oder gleich einer anderen ist, wenn dies für die Werte
jeder Variablen gilt. Aus der Monotonie der Funktionenfi folgt dann mittels Induktion, dass wir eine
aufsteigendeFolge:

I(0) ⊑ I(1) ⊑ I(2) ⊑ . . . I(k) ⊑ . . .

von Variablenbelegungen erhalten. Ist der BereichD endlich, gibt es einj, sodassI(j) = I(j+1) gilt,
d.h. der Algorithmus findet tatsächlich eine Lösung. Es lässt sich sogar zeigen, dass diese Lösung
die kleinsteLösung ist. Eine solche kleinste Lösung existiert auch dann, wenn der vollständige Ver-
band nicht endlich ist und die einfache Iteration nicht terminiert. Dies folgt aus dem Fixpunktsatz von
Knaster-Tarski, den wir im dritten BandÜbersetzerbau: Analyse und Transformationausführlich be-
handeln.

Beispiel 3.2.14Wenden wir dieses Verfahren zur Bestimmung einer Lösung aufdas Gleichungssystem
aus Beispiel 3.2.13 an. Am Anfang wird allen Nichtterminalen die leere Menge zugeordnet. Die Wör-
ter, die in deri-ten Iteration zu den jeweiligenfirst1-Mengen hinzugefügt werden, zeigt die folgende
Tabelle:

1 2 3 4 5 6 7 8

S Id (

E Id (

E′ ǫ +

T Id (

T ′ ǫ ∗

F Id (

Als Ergebnis erhalten wir deshalb:

first1(S) = {Id, (}

first1(E) = {Id, (}

first1(E′) = {ε,+}

first1(T ) = {Id, (}

first1(T ′) = {ε, ∗}

first1(F ) = {Id, (}

⊓⊔

Um die Anwendbarkeit des iterativen Algorithmus auf ein gegebenes Gleichungssystem über einem
vollständigen Verband zu garantieren, reicht es also nachzuweisen, dass alle rechten Seiten monoton
sind und der Wertebereich endlich ist.
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Mit dem folgenden Satz vergewissern wir uns, dass diekleinsteLösung des Gleichungssystems(fi)
tatsächlich diefirstk-Mengen charakterisiert.

Satz 3.2.2 (Korrektheit derfirstk-Mengen) SeiG = (VN , VT , P, S) eine kontextfreie Grammatik,
D der vollständige Verband der Teilmengen vonV ≤k

T und I : VN → D die kleinste Lösung des
Gleichungssystems(fi). Dann gilt:

I(X) = firstk(X) für alleX ∈ VN

Beweis. Für i ≥ 0 seiI(i) die Variablenbelegung nach deri-ten Iteration des Lösungsverfahrens für
(fi). Durch Induktion überi zeigt man, dass für allei ≥ 0 I(i)(X) ⊆ firstk(X) gilt für alleX ∈ VN .
Deshalb gilt auchI(X) =

⋃

i≥0(X) ⊆ firstk(X) für alle X ∈ VN . Für die umgekehrte Richtung

genügt es zu zeigen, dass für jede AbleitungX
∗

=⇒
lm

w ein i ≥ 0 existiert mitw|k ∈ I(i)(X). Diese

Behauptung wird erneut mit Induktion bewiesen, diesmal durch Induktion über die Längen ≥ 1 der
Linksableitung. Istn = 1, besitzt die Grammatik eine ProduktionX → w. Dann gilt:

I(1)(X) ⊇ firstk(w) = {w|k}

und die Behauptung folgt miti = 1. Ist n > 1, dann gibt es eine ProduktionX → u0X1u1 . . .Xmum

mit u0, . . . , um ∈ V ∗
T undX1, . . . , Xm ∈ VN und LinksableitungenXi

∗
=⇒
lm

wj , j = 1, . . . , k, die alle

eine Länge kleiner alsn haben, mitw = u0w1u1 . . . wmum. Für jedesj ∈ {1, . . . ,m} gibt es deshalb
nach Induktionsvoraussetzung einij , so dass(wi|k) ∈ I(ij)(Xi) gilt. Sei i′ das Maximum dieserij .
Für i = i′ + 1 gilt dann:

I(i)(X) ⊇ {u0} ⊙k I
(i′)(X1)⊙k {u1} . . .⊙k I

(i′)(Xm)⊙k {um}

⊇ {u0} ⊙k {w1|k} ⊙k {u1} . . .⊙k {wm|k} ⊙k {um}

⊇ {w|k}

Die Behauptung folgt. ⊓⊔

Kleinste Lösungen von Gleichungssystemen oder gelegentlich auch Ungleichungssystemen über einem
vollständigen Verband zu berechnen, ist eine Aufgabe, die auch bei der Bestimmung statischer Pro-
gramminvarianten auftritt. Solche Programminvarianten können ausgenutzt werden, um das Programm
in ein möglicherweise effizienteres Programm umzuschreiben. Solche Analysen und Transformationen
stellen wir im BandÜbersetzerbau: Analyse und Transformationvor. Der global iterative Ansatz, den
wir eben skizzierten, ist nicht unbedingt das beste Verfahren, um Gleichungssysteme zu lösen. Im Band
Übersetzerbau: Analyse und Transformationbeschreiben wir deshalb effizientere Verfahren.

Zur Berechnung derfollowk-Mengen für eine erweiterte kontextfreie GrammatikG beginnen wir
wieder mit einer geeigneten rekursiven Eigenschaft. Für ein Wort w ∈ V k

T ∪ V
≤k−1
T {#} gilt w ∈

followk(X), falls

(1) X = S′ das Startsymbol der erweiterten Grammatik ist undw = # ist, oder
(2) es eine ProduktionY → αXβ in G gibt, so dassw ∈ firstk(β)⊙k followk(Y ) ist.

Die Mengenfollowk(X) erfüllen also das folgende Gleichungssystem:

followk(S′) = {#}

followk(X) =
⋃
{firstk(β)⊙k followk(Y ) | Y → αXβ ∈ P}, S′ 6= X ∈ VN

(fo)

Beispiel 3.2.15Betrachten wir erneut die kontextfreie GrammatikG2 aus Beispiel 3.2.13. Für die Be-
stimmung derfollow1-Mengen für die GrammatikG2 ergibt sich das Gleichungssystem:

follow1(S) = {#}

follow1(E) = follow1(S) ∪ follow1(E
′) ∪ {)} ⊙1 follow1(F )

follow1(E
′) = follow1(E)

follow1(T ) = {ε,+} ⊙1 follow1(E) ∪ follow1(T
′)

follow1(T
′) = follow1(T )

follow1(F ) = {ε, ∗} ⊙1 follow1(T )
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⊓⊔

Das Gleichungssystem(fo) muss wieder über einem Teilmengenverband gelöst werden, wobei die
rechten Seiten aus konstanten Mengen und Unbekannten mit Hilfe monotoner Operatoren aufgebaut
sind. Deshalb besitzt auch(fo) eine kleinste Lösung, welche durch globale Iteration berechnet werden
kann. Wir vergewissern uns, dass dieser Algorithmus tatsächlich das richtige berechnet.

Satz 3.2.3 (Korrektheit der followk-Mengen) SeiG = (VN , VT , P, S
′) eine erweiterte kontextfreie

Grammatik,D der vollständige Verband der Teilmengen vonV k
T ∪ V

≤k−1
T {#} undI : VN → D die

kleinste Lösung des Gleichungssystems(fo). Dann gilt:

I(X) = followk(X) für alleX ∈ VN

⊓⊔

Der Beweis ist ähnlich dem Beweis von Satz 3.2.2 und wird dem Leser zur Übung empfohlen (Aufgabe
6).

Beispiel 3.2.16Betrachten wir das Gleichungssystem aus Beispiel 3.2.15. Zur Berechnung der klein-
sten Lösung beginnt die Iteration wieder mit dem Wert∅ für jedes Nichtterminal. Die Wörter, die bei
den folgenden Iterationen hinzukommen, zeigt die Tabelle:

1 2 3 4 5 6 7

S #

E # )

E′ # )

T +,#, )

T ′ +,#, )

F ∗,+,#, )

Insgesamt erhalten wir die folgenden Mengen:

follow1(S) = {#}

follow1(E) = {#, )}

follow1(E
′) = {#, )}

follow1(T ) = {+,#, )}

follow1(T
′) = {+,#, )}

follow1(F ) = {∗,+,#, )}

⊓⊔

3.2.6 Der Spezialfallfirst1 und follow1

Die Iteration, mit der wir die kleinsten Lösungen der Gleichungssysteme für diefirst1- bzw. follow1-
Mengen in unseren Beispielen berechnet haben, ist nicht sehr effizient. Aber auch für effizientere Lö-
sungsmethoden wird die Berechnung vonfirstk- bzw.follow1-Mengen für größere Werte vonk schnell
sehr mühsam. Deshalb wird bei den Verfahren zur syntaktischen Analyse meist nur Vorausschau der
Längek = 1 eingesetzt. In diesem Fall kann die Berechnung derfirst- und follow-Mengen besonders
effizient durchgeführt werden. Das folgende Lemma ist die Basis für unser weiteres Vorgehen:

Lemma 3.3.SeienL1, L2 ⊆ V
≤1
T nichtleere Sprachen. Dann gilt:

L1 ⊙1 L2 =

{

L1 fallsL2 6= ∅ undε 6∈ L1

(L1\{ε}) ∪ L2 fallsL2 6= ∅ undε ∈ L1

Nach Voraussetzung sind die betrachteten Grammatiken stets reduziert. Deshalb enthalten sie weder
unproduktive noch unerreichbare Nichtterminale. Es gilt für alleX ∈ VN , dass sowohlfirst1(X) wie
follow1(X) nichtleer sind. Zusammen mit Lemma 3.3 erlaubt uns das, die Transferfunktionen fürfirst1
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und follow1 so zu vereinfachen, dass die1-Konkatenation (im Wesentlichen) durchVereinigungener-
setzt wird. Um die Fallunterscheidung, obε in first1-Mengen enthalten ist oder nicht, zu eliminieren, ge-
hen wir in zwei Schritten vor. Im ersten Schritt wird die Menge der NichtterminaleX mit ε ∈ first1(X)
bestimmt. Im zweiten Schritt werden anstelle derfirst1-Menge zu jedem NichtterminalX die ε-freie
first1-Menge

eff(X) = first1(X)\{ε}

= {(w|k) | X
∗

=⇒
G

w,w 6= ε}

bestimmt. Zur Implementierung des ersten Schritts bemerken wir, dass für jedes NichtterminalX

ε ∈ first1(X) genau dann, wennX ∗
=⇒ ε

In einer Ableitung des Wortsε kann jedoch keine Produktion eingesetzt werden, die ein Terminalsym-
bol a ∈ VT enthält. Sei alsoGε die Grammatik, die man ausG erhält, indem man alle diese Produk-
tionen streicht. Dann gilt deshalbX

∗
=⇒

G
ε genau dann, wennX bzgl. der GrammatikGε produktiv

ist. Für dieses Problem kann unser effizienter Löser für Produktivität aus Abschnitt 3.2.2 eingesetzt
werden.

Beispiel 3.2.17Betrachten wir die GrammatikG2 aus Beispiel 3.2.13. Die Menge der Produktionen,
in denen kein Terminalsymbol vorkommt, ist dann gegeben durch:

0 : S → E

1 : E → TE′ 4 : T → FT ′

2 : E′ → ε 5 : T ′ → ε

Bezüglich dieser Menge von Produktionen sind nur die NichtterminaleE′ und T ′ produktiv. Diese
beiden Nichtterminale sind folglich die beiden einzigen Nichtterminale der GrammatikG2, die ε-
produktiv sind. ⊓⊔

Wenden wir uns nun dem zweiten Schritt, der Berechnung derε-freienfirst1-Mengen zu. Betrachten wir
eine Produktion von der FormX → X1 . . .Xm. Der zugehörige Beitrag füreff(X) lässt sich schreiben
als: ⋃

{eff(Xj) | X1 . . . Xj−1
∗

=⇒
G

ε}

Insgesamt erhalten wir deshalb das Gleichungssystem:

eff(X) =
⋃

{eff(Y ) | X → αY β ∈ P, α
∗

=⇒
G

ε}, X ∈ VN (eff)

Beispiel 3.2.18Schauen wir uns erneut die kontextfreie GrammatikG2 aus Beispiel 3.2.13 an. Zur
Berechnung derε-freienfirst1-Mengen ergibt sich das Gleichungsystem:

eff(S) = eff(E)

eff(E) = eff(T )

eff(E′) = ∅ ∪ {+}

eff(T ) = eff(F )

eff(T ′) = ∅ ∪ {∗}

eff(F ) = {Id} ∪ {(}

Alle Vorkommen von⊙1-Operatoren sind verschwunden. Stattdessen tauchen nur noch konstante Men-
gen, Vereinigungen bzw. Variableneff(X) auf der rechten Seite auf. Als kleinste Lösung erhalten wir:

eff(S) = {Id, (}

eff(E) = {Id, (}

eff(E′) = {+}

eff(T ) = {Id, (}

eff(T ′) = {∗}

eff(F ) = {Id, (}

⊓⊔
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Bei der Berechnung derε-freienfirst1-Mengen leisten Nichtterminale, die rechts von Terminalenste-
hen, keinen Beitrag. Für die Korrektheit der Konstruktion ist es deshalb wichtig, dass alle Nichttermi-
nale der Grammatik produktiv sind.

Mithilfe der ε-freienfirst1-Mengeneff(X) lässt sich auch das Gleichungssystem zur Berechnung
derfollow1-Mengen vereinfachen. Betrachten wir eine Produktion von der FormY → αXX1 . . . Xm.
Der zugehörige Beitrag des Vorkommens vonX in der rechten Seite vonY zu der Mengefollow1(X)
ist gegeben durch:

⋃

{eff(Xj) | X1 . . . Xj−1
∗

=⇒
G

ε} ∪ {follow1(Y ) | X1 . . . Xm
∗

=⇒
G

ε}

Falls alle Nichtterminale nicht nur produktiv, sondern auch erreichbar sind, vereinfacht sich das Glei-
chungsystem zur Berechnung derfollow1-Mengen damit zu:

follow1(S
′) = {#}

follow1(X) =
⋃
{eff(Y ) | A→ αXβY γ ∈ P, β

∗
=⇒

G
ε}

∪
⋃
{follow1(A) | A→ αXβ, β

∗
=⇒

G
ε}, X ∈ VN\{S′}

Beispiel 3.2.19Das vereinfachte Gleichungssystem zur Berechnung derfollow1-Mengen der kontext-
freien GrammatikG2 aus Beispiel 3.2.13 ergibt sich zu:

follow1(S) = {#}

follow1(E) = follow1(S) ∪ follow1(E
′) ∪ {)}

follow1(E
′) = follow1(E)

follow1(T ) = {+} ∪ follow1(E) ∪ follow1(T
′)

follow1(T
′) = follow1(T )

follow1(F ) = {∗} ∪ follow1(T )

Wieder beobachten wir, dass alle Vorkommen des Operators⊕1 beseitigt wurden. Neben konstanten
Mengen und Variablenfollow1(X) taucht auf den rechten Seiten der Gleichungen nur noch der Verei-
nigungsoperator auf.⊓⊔

Im nächsten Abschnitt wird ein Verfahren vorgestellt, das beliebige Gleichungssysteme, welche die be-
sonderen Eigenschaften der vereinfachten Gleichungssysteme für die Mengeneff(X) undfollow1(X)
haben, besonders effizient löst. Nach der Beschreibung des Verfahrens wenden wir es auf die Berech-
nung derfirst1- undfollow1-Mengen an.

3.2.7 Reine Vereinigungsprobleme

Nehmen wir an, wir haben ein Gleichungssystem

xi = ei , i = 1, . . . , n

über einem beliebigen vollständigen VerbandD, wobei auf der rechten Seite Ausdrückeei stehen, die
nur aus Konstanten ausD, Variablenxj und Anwendungen des Operators⊔ (kleinste obere Schran-
ke des vollständigen VerbandsD) aufgebaut sind. Unsere Aufgabe besteht darin, die kleinste Lösung
dieses Gleichungssystems zu bestimmen. Ein solches Problem nennen wir einreines Vereinigungspro-
blem.

Die Berechnung der Menge der erreichbaren Nichtterminale einer kontextfreien Grammatik ist ein
reines Vereinigungsproblem über dem Booleschen VerbandB = {false, true}. Auch die Berechnung
derε-freienfirst1-Mengen und derfollow1-Mengen für eine reduzierte kontextfreie Grammatik erfüllen
die Bedingungen eines reinen Vereinigungsproblems. In diesem Fall sind die vollständigen Verbände
2VT bzw.2VT ∪{#}, geordnet durch die Teilmengenrelation.



62 3 Syntaktische Analyse

Beispiel 3.2.20Als laufendes Beispiel betrachten wir den TeilmengenverbandD = 2{a,b,c} zusammen
mit dem Gleichungssystem

x0 = {a}

x1 = {b} ∪ x0 ∪ x3

x2 = {c} ∪ x1

x3 = {c} ∪ x2 ∪ x3

⊓⊔

Zu einem reinen Vereinigungsproblem konstruieren wir den Variablenabhängigkeitsgraphen. Die Kno-
ten dieses Graphen sind gegeben durch die Variablenxi des Gleichungssystems. Eine Kante(xi,xj)
gibt es genau dann in dem Variablen-Abhängigkeitsgraphen,wenn die Variablexi in der rechten Seite
der Variablenxj vorkommt. Den Variablenabhängigkeitsgraphen zu dem Gleichungssystem aus Bei-
spiel 3.2.20 zeigt Abbildung 3.6.

x0 x1

x2

x3

Abb. 3.6.Der Variablenabhängigkeitsgraph zu dem Gleichungssystemaus Beispiel 3.2.20.

SeiI die kleinste Lösung des Gleichungssystems. Als erstes bemerken wir, dass stetsI(xi) ⊑ I(xj)
gelten muss, wenn es einen Weg vonxi nachxj im Variablenabhängigkeitsgraphen gibt. Folglich sind
die Werte für die Variablen in jederstarken Zusammenhangskomponentedes Variablenabhängigkeits-
graphen gleich.

Wir markieren jede Variablexi mit der kleinsten oberen Schranke aller Konstanten, die aufrechten
Seiten von Gleichungen für die Variablexi vorkommen. Nennen wir diesen WertI0(xi). Dann gilt für
alle j, dass

I(xj) = ⊔{I0(xi) | xj ist vonxi erreichbar}

Beispiel 3.2.21 (Fortsetzung von Beispiel 3.2.20)
Für das Gleichungssystem aus Beispiel 3.2.20 finden wir:

I0(x0) = {a}

I0(x1) = {b}

I0(x2) = {c}

I0(x3) = {c}

Damit gilt:
I(x0) = I0(x0) = {a}

I0(x1) = I0(x0) ∪ I0(x1) ∪ I0(x2) ∪ I0(x3) = {a, b, c}

I0(x2) = I0(x0) ∪ I0(x1) ∪ I0(x2) ∪ I0(x3) = {a, b, c}

I0(x3) = I0(x0) ∪ I0(x1) ∪ I0(x2) ∪ I0(x3) = {a, b, c}

⊓⊔

Diese Beobachtung legt das folgende Vorgehen nahe, um die kleinste LösungI des Gleichungssy-
stems zu berechnen. Zuerst werden die starken Zusammenhangskomponenten des Variablenabhängig-
keitsgraphen berechnet. Dafür reichen linear viele Schritte aus. Dann wird über die Liste der starken
Zusammenhangskomponenten iteriert.
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Wir beginnen mit einer starken ZusammenhangskomponenteQ, die keine eingehenden Kanten aus
anderen starken Zusammenhangskomponenten besitzt. Die Werte aller Variablenxj ∈ Q sind:

I(xj) =
⊔

{I0(xi) | xi ∈ Q}

Die WerteI(xj) können folglich berechnet werden durch die beiden Schleifen:

D t← ⊥;

forall (xi ∈ Q)

t← t ⊔ I0(xi);

forall (xi ∈ Q)

I(xi)← t;

Die Laufzeit jeder der beiden Schleifen ist proportional zuder Anzahl der Elemente in der starken Zu-
sammenhangskomponenteQ. Die Werte der Variablen ausQ werden entlang der ausgehenden Kanten
propagiert. SeiEQ die Menge der Kanten(xi,xj) des Variablenabhängigkeitsgraphen mitxi ∈ Q und
xj 6∈ Q, d.h. der vonQ ausgehenden Kanten. Dann setzen wir:

forall ((xi,xj) ∈ EQ)

I0(xj)← I0(xj) ⊔ I(xi);

Die Anzahl der Schritte für die Propagation ist proportional zu der Anzahl der Kanten inEQ.
Nun wird die starke ZusammenhangskomponenteQ zusammen mit der MengeEQ der ausgehen-

den Kanten aus dem Graphen entfernt und mit der nächsten starken Zusammenhangskomponente ohne
eingehende Kanten fortgefahren. Dies wird wiederholt, biskeine weiteren starken Zusammenhangs-
komponenten übrig sind. Insgesamt erhalten wir ein Verfahren, das linear viele Operationen⊔ in dem
vollständigen VerbandD ausführt.

Beispiel 3.2.22 (Fortsetzung von Beispiel 3.2.20)Der Abhängigkeitsgraph zu dem Gleichungssys-
tem aus Beispiel 3.2.20 hat die starken Zusammenhangskomponenten

Q0 = {x0} und Q1 = {x1,x2,x3} .

FürQ0 erhalten wir den WertI0(x0) = {a}. Nach Beseitigung vonQ0 und der Kante(x0,x1) erhalten
wir die neue Zuordnung:

I0(x1) = {a, b}

I0(x2) = {c}

I0(x3) = {c}

Die Werte aller Variablen in der starken ZusammenhangskomponenteQ1 ergeben sich alsI0(x1) ∪
I0(x2) ∪ I0(x3) = {a, b, c}. ⊓⊔

3.3 Top-down-Syntaxanalyse

3.3.1 Einführung

Die Arbeitsweise von Parsern kann man sich intuitiv am besten klar machen, wenn man sich vorstellt,
wie sie den Syntaxbaum zu einem Eingabewort konstruieren.Top-down-Parser beginnen die Konstruk-
tion des Syntaxbaums an der Wurzel. In der Anfangssituationbesteht das Fragment des Syntaxbaums
aus der Wurzel, markiert mit dem Startsymbol der kontextfreien Grammatik; das gesamtew steht noch
in der Eingabe. Jetzt wird eine Alternative für das Startsymbol zur Expansion ausgewählt. Die Sym-
bole der rechten Seite dieser Alternative werden unter die Wurzel gehängt. Dadurch wird das obere
Fragment des Syntaxbaums erweitert. Das nächste Nichtterminal, das betrachtet wird, ist das jeweils
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am weitesten links stehende. Die Auswahl einer Alternativefür dieses Nichtterminal und deren Anbau
an das aktuelle Fragment des Syntaxbaums werden solange wiederholt, bis der Syntaxbaum vollstän-
dig ist. Durch den Anbau der Symbole der rechten Seite einer Produktion können Terminalsymbole im
Blattwort des Baumfragments auftreten. Stehen links von ihnen keine Nichtterminale im Blattwort, so
vergleicht dertop-down-Analysator sie mit dem jeweils nächsten Symbol in der Eingabe. Stimmen die
auftretenden Terminalsymbole mit der Eingab überein, das Symbol der Eingabe konsumiert. Andern-
falls wird ein Fehler gemeldet.

Die top-down-Analyse führt also die folgenden zwei Arten von Schritten aus:

• Auswahl einer Produktion und Anbau der rechten Seite der Produktion an das aktuelle Baumfrag-
ment;
• Vergleich der Terminalsymbole links vom nächsten Nichtterminal mit der Eingabe.

Abbildungen 3.7, 3.8, 3.9 und 3.10 zeigen einige Syntaxbaumfragmente für den arithmetischen Aus-
druck Id + Id ∗ Id bzgl. der GrammatikG2. Die Auswahl der Alternativen für die zu expandierenden
Nichtterminale wurde jeweils so vorgenommen, dass die Analyse erfolgreich zu Ende geführt werden
kann.

S → E E′ → + E | ε T ′ → ∗ T | ε

E → T E′ T → F T ′ F → (E) | Id

Id + Id Id∗

S

E

T E ′

S

E

T E ′

S

E

F T ′

S

Abb. 3.7. Die ersten Syntaxbaumfragmente einertop-down-Analyse des SatzesId + Id ∗ Id der GrammatikG2,
die aufgebaut werden, ohne ein Symbol der Eingabe zu lesen.

+ Id Id∗

T E ′

S

E

F T ′

Id

T E ′

S

E

F T ′

Id ε

Abb. 3.8. Die Syntaxbaumfragmente nach Lesen des SymbolsId und bevor das Terminalsymbol+ an das Frag-
ment angehängt wird.
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Id Id∗

Id

+

E ′

F T ′

T

F T ′

T E ′ε

E

S

E

Id

+

E ′

ε

F T ′ E

T

S

E

Abb. 3.9. Der erste und der letzte Syntaxbaum nach Lesen des Symbols+ und bevor das zweite SymbolId im
Syntaxbaum erscheint.
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Abb. 3.10. Der Syntaxbaum nach der Reduktion für das zweite Vorkommen von T ′ und der Syntaxbaum nach
Lesen des Symbols∗, jeweils mit der verbleibenden Eingabe.

3.3.2 LL(k): Definition, Beispiele, Eigenschaften

Der Item-KellerautomatKG zu einer kontextfreien GrammatikG arbeitet im Prinzip wie eintop-down-
Parser; seine(E)-Übergänge machen eine Voraussage, welche Alternative fürdas aktuelle Nichttermi-
nal auszuwählen ist, um das Eingabewort abzuleiten. Störend daran ist, dass der Item-Kellerautomat
KG diese Auswahl nichtdeterministisch trifft. Der ganze Nichtdeterminismus steckt in den(E)-
Übergängen. Wenn[X → β.Y γ] der aktuelle Zustand ist undY die AlternativenY → α1 | . . . | αn

hat, so gibt es dien Übergänge

∆([X → β.Y γ], ε) = {[X → β.Y γ][Y → .αi] | 1 ≤ i ≤ n}

Um aus dem Item-KellerautomatenKG einen deterministischen Automaten abzuleiten, gestattenwir
einebegrenzteVorausschau auf die restliche Eingabe. Wir geben eine natürliche Zahlk ≥ 1 vor und
lassen den Item-Kellerautomaten bei jedem(E)-Übergang als Entscheidungshilfe diek ersten Symbole
der restlichen Eingabe zu Rate ziehen. Ist sichergestellt,dass diese Vorausschau der Längek immer
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ausreicht, um die richtige Alternative auszuwählen, nennen wir die AusgangsgrammatikG eineLL(k)-
Grammatik.

Schauen wir uns eine entsprechende Konfiguration an, die derItem-KellerautomatKG aus einer
Anfangskonfiguration erreicht hat:

([S′→ .S], uv) ⊢
∗

KG
(ρ[X → β.Y γ], v)

Wegen der Invariante(I) aus Abschnitt 3.2.4 gilthist(ρ)β
∗

=⇒ u.

Seiρ = [X1 −→ β1.X2γ1] . . . [Xn −→ βn.Xn+1γn] eine Folge von Items. Dann nennen wir die
Folge

fut(ρ) = γn . . . γ1

die Zukunftvonρ. Seiδ = fut(ρ). Bisher haben wir die LinksableitungS′ ∗
=⇒
lm

uY γδ gefunden. Wenn

sich diese Ableitung zur Ableitung des Terminalwortesuv fortsetzen lässt, d.h.S′ ∗
=⇒
lm

uY γδ
∗

=⇒
lm

uv,

dann hängt in einerLL(k)-Grammatik die Alternative, die fürY ausgewählt werden muss, nur von
u, Y undv|k ab.

Sei k ≥ 1 eine natürliche Zahl. Die reduzierte kontextfreie Grammatik G ist eine LL(k)-
Grammatik, wenn für je zwei Linksableitungen:

S
∗

=⇒
lm

uY α=⇒
lm

uβα
∗

=⇒
lm

ux und S
∗

=⇒
lm

uY α=⇒
lm

uγα
∗

=⇒
lm

uy

undx|k = y|k folgt, dass auchβ = γ gilt.
Bei einerLL(k)-Grammatik kann damit die Auswahl der Alternative für das nächste Nichttermi-

nalY im Allgemeinen nicht nur vonY und den nächstenk Symbolen, sondern auch von dem bereits
konsumierten Präfixu der Eingabe abhängen. Hängt die Auswahl dagegen nicht von dem bereits kon-
sumierten Linkskontextu ab, nennen wir die Grammatikstark-LL(k).

Beispiel 3.3.1SeiG1 die kontextfreie Grammatik mit den Produktionen:

〈stat〉 → if (Id) 〈stat〉 else 〈stat〉 |

while (Id) 〈stat〉 |

{ 〈stats〉 } |

Id ′=′ Id;

〈stats〉 → 〈stat〉 〈stats〉 |

ε

Die GrammatikG1 ist eineLL(1)-Grammatik. Tritt〈stat〉 als linkestes Nichtterminal in einer Satzform
auf, dann bestimmt das nächste Eingabesymbol, welche Alternative angewendet werden muss. Genauer
bedeutet das für zwei Ableitungen der Form:

〈stat〉
∗

=⇒
lm

w 〈stat〉 α =⇒
lm

w β α
∗

=⇒
lm

wx

〈stat〉
∗

=⇒
lm

w 〈stat〉 α =⇒
lm

w γ α
∗

=⇒
lm

w y

dass ausx|1 = y|1 folgt, dassβ = γ ist. Ist z.B. x|1 = y|1 = if, dann istβ = γ =
if (Id) 〈stat〉 else 〈stat〉. ⊓⊔

Beispiel 3.3.2Nun fügen wir zu der GrammatikG1 aus Beispiel 3.3.1 die folgenden Produktionen
hinzu:

〈stat〉 → Id : 〈stat〉 | // markierte Anweisung

Id (Id); // Prozeduraufruf

Die GrammatikG2, die wir so erhalten, ist keineLL(1)-Grammatik mehr. Denn es gilt:
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〈stat〉
∗

=⇒
lm

w 〈stat〉 α =⇒
lm

w

β
︷ ︸︸ ︷

Id ′=′ Id; α
∗

=⇒
lm

wx

〈stat〉
∗

=⇒
lm

w 〈stat〉 α =⇒
lm

w

γ
︷ ︸︸ ︷

Id : 〈stat〉 α
∗

=⇒
lm

w y

〈stat〉
∗

=⇒
lm

w 〈stat〉 α =⇒
lm

w

δ
︷ ︸︸ ︷

Id(Id); α
∗

=⇒
lm

w z

wobei x|1 = y|1 = z|1 = Id, aberβ, γ, δ paarweise verschieden sind.
G2 ist aber eineLL(2)-Grammatik. Für die drei eben angegebenen Linksableitungen sind

x|2 = Id ′=′ y|2 = Id : z|2 = Id (

paarweise verschieden. Und dies sind tatsächlich die einzigen kritischen Fälle. ⊓⊔

Beispiel 3.3.3G3 enthalte die Produktionen

〈stat〉 → if (〈var〉) 〈stat〉 else 〈stat〉 |

while (〈var〉) 〈stat〉 |

{ 〈stats〉 } |

〈var〉 ′=′ 〈var〉; |

〈var〉;

〈stats〉 → 〈stat〉 〈stats〉 |

ε

〈var〉 → Id |

Id() |

Id(〈vars〉)

〈vars〉 → 〈var〉, 〈vars〉 |

〈var〉

Die GrammatikG3 ist für keink ≥ 1 eineLL(k)-Grammatik. Nehmen wir für einen Widerspruch an,
G3 wäre eineLL(k)-Grammatik für eink > 0.

Sei 〈stat〉 ⇒ β
∗

=⇒
lm

x und〈stat〉 ⇒ γ
∗

=⇒
lm

y mit

x = Id (Id, Id, . . . , Id
︸ ︷︷ ︸

k

) ′=′ Id; undy = Id (Id, Id, . . . , Id
︸ ︷︷ ︸

k

);

Dann gilt zwarx|k = y|k, aber

β = 〈var〉 ′=′ 〈var〉 γ = 〈var〉;

und damitβ 6= γ. ⊓⊔

Zu der SpracheL(G3) der GrammatikG3 kann allerdings eineLL(2)-Grammatik aus der Grammatik
G3 durch durchFaktorisierungkonstruiert werden. Kritisch inG3 sind die Produktionen für die Wert-
zuweisung und den Prozeduraufruf. Faktorisierung fasst gemeinsame Anfänge solcher Produktionen
zusammen. Auf diesen gemeinsamen Präfix folgt ein neues Nichtterminalsymbol, aus dem die unter-
schiedlichen Fortsetzungen abgeleitet werden können. DieProduktionen:

〈stat〉 → 〈var〉 ′=′ 〈var〉; | 〈var〉;

werden ersetzt durch:
〈stat〉 → 〈var〉 Z

Z → ′=′ 〈var〉; | ;

Jetzt kann einLL(1)-Parser zwischen den kritischen Alternativen mit Hilfe dernächsten ZeichenId
bzw. ; entscheiden.
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Beispiel 3.3.4SeiG4 = ({S,A,B}, {0, 1, a, b}, P4, S), wobei die MengeP4 der Produktionen gege-
ben ist durch:

S → A | B

A → aAb | 0

B → aBbb | 1

Dann ist
L(G4) = {an0bn | n ≥ 0} ∪ {an1b2n | n ≥ 0}

undG4 ist keineLL(k)-Grammatik für irgendeink ≥ 1. Um das einzusehen, betrachten wir die beiden
Linksableitungen:

S =⇒
lm

A
∗

=⇒
lm

ak0bk

S =⇒
lm

B
∗

=⇒
lm

ak1b2k

Da für jedesk ≥ 1, (ak0bk)|k = (ak1b2k)|k gilt, aber die rechten SeitenA undB für S verschieden
sind, kannG4 für keink ≥ 1 eineLL(k)-Grammatik sein. In diesem Fall kann man sogar zeigen, dass
es zu der SpracheL(G4) für keink ≥ 1 eineLL(k)-Grammatik gibt. ⊓⊔

Satz 3.3.1Die reduzierte kontextfreie GrammatikG = (VN , VT , P, S) ist genau dann eineLL(k)-
Grammatik, wenn für jeweils zwei verschiedene ProduktionenA→ β undA→ γ vonG gilt:

firstk(βα) ∩ firstk(γα) = ∅ für alleα mit S
∗

=⇒
lm

wAα

Beweis. Zum Beweis der Richtung ”⇒ ” nehmen wir an,G sei eineLL(k)-Grammatik, es exi-
stiere aber einx ∈ firstk(βα)∩firstk(γα). Nach Definition vonfirstk und wegen der Reduziertheit von
G gibt es dann Ableitungen:

S
∗

=⇒
lm

uAα=⇒
lm

uβα
∗

=⇒
lm

uxy

S
∗

=⇒
lm

uAα=⇒
lm

uγα
∗

=⇒
lm

uxz,

wobei in dem Fall, dass|x| < k ist, y = z = ε gelten muss. Ausβ 6= γ folgt, dassG keineLL(k)-
Grammatik sein kann – im Widerspruch zu unserer Annahme.

Zum Beweis der anderem Richtung ”⇐ ” nehmen wir an,G sei keineLL(k)-Grammatik. Dann
gibt es zwei Linksableitungen

S
∗

=⇒
lm

uAα=⇒
lm

uβα
∗

=⇒
lm

ux

S
∗

=⇒
lm

uAα=⇒
lm

uγα
∗

=⇒
lm

uy

mit x|k = y|k, wobeiA→ β, A→ γ verschiedene Produktionen sind. Dann ist aber das Wortx|k =
y|k in firstk(βα) ∩ firstk(γα) enthalten – im Widerspruch zu der Aussage des Satzes.⊓⊔

Satz 3.3.1 besagt, dass in einerLL(k)-Grammatik die Anwendung zweier verschiedener Produktio-
nen auf eine Linkssatzform immer zu verschiedenenk-Präfixen der restlichen Eingabe führt. Aus Satz
3.3.1 kann man gute Kriterien für die Zugehörigkeit zu gewissen Teilklassen derLL(k)-Grammatiken
ableiten. Die ersten betreffen den Fallk = 1.

Die Mengefirst1(βα) ∩ first1(γα) für alle LinkssatzformenwAα und je zwei verschiedene Alter-
nativenA→ β undA→ γ lässt sich zufirst1(β) ∩ first1(γ) vereinfachen, wenn wederβ nochγ das
leere Wortε produzieren. Dies ist dann der Fall, wenn kein Nichtterminal von G ε-produktiv ist. Für
die Praxis wäre es jedoch eine zu starke Einschränkung,ε-Produktionen zu verbieten. Betrachten wir
deshalb den Fall, dass eine der beiden rechten Seitenβ bzw.γ das leere Wort produzieren kann. Produ-
zieren sowohlβ als auchγ das leere Wort, kannG keineLL(1)-Grammatik sein. Nehmen wir deshalb
an, dassβ ∗

=⇒ ε, dass sich aber ausγ nicht ε ableiten lässt. Dann aber gilt für alle Linkssatzformen

uAα, u′Aα′:
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first1(βα) ∩ first1(γα′) = first1(βα) ∩ first1(γ)⊙1 first1(α′)

= first1(βα) ∩ first1(γ)

= first1(βα) ∩ first1(γα)

= ∅

Daraus folgt aber, dass

first1(β) ⊙1 follow1(A) ∩ first1(γ)⊙1 follow1(A)

=
⋃
{first1(βα) | S

∗
=⇒
lm

uAα} ∩
⋃
{first1(γα′) | S

∗
=⇒
lm

u′Aα′}

= ∅

Damit erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 3.3.2Eine reduzierte kontextfreie GrammatikG ist eineLL(1)-Grammatik genau dann, wenn für
je zwei verschiedene ProduktionenA→ β undA→ γ gilt:

first1(β) ⊙1 follow1(A) ∩ first1(γ)⊙1 follow1(A) = ∅ .

⊓⊔

Im Gegensatz zu den Charakterisierungen aus dem Satz 3.3.1 lässt sich die Charakterisierung aus Satz
3.3.2 leicht überprüfen. Wenn wir zusätzlich die Eigenschaften der 1-Konkatenation in Betracht ziehen,
erhalten wir sogar eine noch etwas handlichere Formulierung.

Korollar 3.3.2.1 Eine reduzierte kontextfreie GrammatikG ist genau dann eineLL(1)-Grammatik,
wenn für alle AlternativenA→ α1 | . . . | αn gilt:

1. first1(α1), . . . , first1(αn) sind paarweise disjunkt; insbesondere enthält höchstens eine dieser Men-
genε;

2. Gilt ε ∈ first1(αi), dann folgt:first1(αj) ∩ follow1(A) = ∅ für alle1 ≤ j ≤ n, j 6= i. ⊓⊔

Die Eigenschaft aus dem Satz 3.3.2 verallgemeinern wir auf beliebige Vorausschaulängenk ≥ 1.
Eine reduzierte kontextfreie GrammatikG = (VN , VT , P, S) heißt starkeLL(k)-Grammatik,

wenn für je zwei verschiedene ProduktionenA→ β undA→ γ eines NichtterminalsA stets

firstk(β)⊙k followk(A) ∩ firstk(γ)⊙k followk(A) = ∅

gilt.
Gemäß dieser Definition und Satz 3.3.2 ist jedeLL(1)-Grammatik eine starkeLL(1)-Grammatik.

Fürk > 1 ist eineLL(k)-Grammatik jedoch nicht automatisch bereits eine starkeLL(k)-Grammatik.
Der Grund dafür ist, dass die Mengefollowk(A) die Folgeworte ausallen Linkssatzformen mitA
enthält: in derLL(k)-Bedingung treten jedoch nur Folgeworte zueinerLinkssatzform auf.

Beispiel 3.3.5SeiG die kontextfreie Grammatik mit den Produktionen

S → aAaa | bAba A→ b | ε

Wir überprüfen:

1. Fall: Die Ableitung fängt mitS ⇒ aAaa an. Dann gilt: first2(baa) ∩ first2(aa) = ∅.
2. Fall: Die Ableitung fängt mitS ⇒ bAba an. Dann gilt: first2(bba) ∩ first2(ba) = ∅.

Also istG nach Satz 3.3.1 eineLL(2)-Grammatik. Die GrammatikG ist jedoch keine starkeLL(2)-
Grammatik, denn

first2(b)⊙2 follow2(A) ∩ first2(ε)⊙2 follow2(A)

= {b} ⊙2 {aa, ba} ∩ {ε} ⊙2 {aa, ba}

= {ba, bb} ∩ {aa, ba}

= {ba}

In dem Beispiel istfollow1(A) also zu undifferenziert, da es die terminalen Folgewörter zusammenfasst,
die beiverschiedenenSatzformen möglich sind.⊓⊔
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3.3.3 Linksrekursion

Parser, die den Syntaxbaum für die Eingabetopdownkonstruieren, können nicht mitlinksrekursiven
Nichtterminalen umgehen. Eine NichtterminalA einer reduzierten kontextfreien GrammatikG heißt
dabei linksrekursiv, wenn es eine AbleitungA +

=⇒ Aβ gibt.

Satz 3.3.3SeiG eine reduzierte kontextfreie Grammatik. Falls ein Nichtterminal der GrammatikG
linksrekursiv ist, istG für keink ≥ 1 eineLL(k)-Grammatik.

Beweis. SeiX ein linksrekursives Nichtterminal der GrammatikG. Zur Vereinfachung nehmen wir
an, dassG direkt eine ProduktionX → Xβ besitzt. DaG reduziert ist, muss es eine weitere Produk-
tion X → α geben. Tritt in einer LinkssatzformX auf, d.h. giltS

∗
=⇒
lm

uXγ, kann beliebig oft die

AlternativeX → Xβ angewandt werden. Für jedesn ≥ 1 gibt es damit eine Linksableitung:

S
∗

=⇒
lm

wXγ
n

=⇒
lm

wXβnγ .

Nehmen wir an, die GrammatikG wäre eineLL(k)-Grammatik. Dann ist nach Satz 3.3.1

firstk(Xαn+1γ) ∩ firstk(αβnγ) = ∅

WegenX → α ist
firstk(αβn+1γ) ⊆ firstk(Xβn+1γ)

Also ist auch
firstk(αβn+1γ) ∩ firstk(αβnγ) = ∅

Fallsβ ∗
=⇒ ε gilt, erhalten wir sofort den Widerspruch. Andernfalls wählen wir n ≥ k und erhalten

ebenfalls einen Widerspruch. Folglich kannG keineLL(k)-Grammatik sein. ⊓⊔

Wir schließen, dass kein Generator fürLL(k)-Parser linksrekursive Grammatiken behandeln kann.
Jede Grammatik kann jedoch in eine Grammatik transformiertwerden, die nicht mehr linksrekursiv ist,
aber die gleiche Sprache beschreibt. Nehmen wir zur Vereinfachung an, die GrammatikG habe keine
ε-Produktionen (siehe Aufg.??) und außerdem keine rekursiven Kettenproduktionen, d.h. es gibt kein

NichtterminalA mit A
+

=⇒
G

A. SeiG = (VN , VT , P, S). Dann konstruieren wir zuG eine kontextfreie

GrammatikG′ = (V ′
N , VT , P

′, S) mit der gleichen MengeVT an Terminalsymbolen und dem gleichen
StartsymbolS, dessen MengeV ′

N an Nichtterminalsymbolen gegeben ist durch:

V ′
N = VN ∪ {〈A,B〉 | A,B ∈ VN}

undP ′ aus den folgenden Produktionen besteht:

• Ist B → aβ ∈ P für ein Terminalsymbola ∈ VT , dann istA → aβ 〈A,B〉 ∈ P ′ für jedes
A ∈ VN ;
• IstC → Bβ ∈ P , dann ist〈A,B〉 → β〈A,C〉 ∈ P ′;
• Schließlich ist〈A,A〉 → ε ∈ P ′ für alleA ∈ VN .

Beispiel 3.3.6Für die GrammatikG0 mit den Produktionen:

E → E + T | T

T → T ∗ F | F

F → (E) | Id

erhalten wir nach Beseitigung der nichtproduktiven Nichterminale:



3.3 Top-down-Syntaxanalyse 71

E → (E) 〈E,F 〉 | Id 〈E,F 〉

〈E,F 〉 → 〈E, T 〉

〈E, T 〉 → ∗F 〈E, T 〉 | 〈E,E〉

〈E,E〉 → +T 〈E,E〉 | ε

T → (E) 〈T, F 〉 | Id 〈E,F 〉

〈T, F 〉 → 〈T, T 〉

〈T, T 〉 → ∗ F 〈T, T 〉 | ε

F → (E) 〈F, F 〉 | Id 〈F, F 〉

〈F, F 〉 → ε

Die GrammatikG0 benötigt drei Nichtterminale und sechs Produktionen, die GrammatikG1, benötigt
dagegen neun Nichtterminale und fünfzehn Produktionen.

Den Syntaxbaum fürId + Id gemäßG0 zeigt Abbildung 3.11(a), denjenigen gemäßG1 dage-
gen Abbildung 3.11(b). Dieser Ableitungsbaum hat eine deutlich andere Struktur.Intuitiv erzeugt die
Grammatik direkt das erste mögliche Terminalsymbol, um dann rückwärts die Reste der rechten Sei-
ten aufzusammeln, die rechts auf das jeweilige Nichtterminalsymbol links folgen. Das Nichtterminal
〈A,B〉 steht deshalb für die Aufgabe, von demB aus zurück zuA zu gelangen. ⊓⊔

Wir überzeugen uns, dass die GrammatikG′, die wir zu der GrammatikG construiert haben, die fol-
genden Eigenschaften besitzt:

• Die GrammatikG′ enthält keine linksrekursiven Nichtterminale.
• Es gibt eine Linksableitung

A
∗

=⇒
G

Bγ =⇒
G

aβγ

genau dann, wenn es eine Rechtsableitung

A=⇒
G′

aβ 〈A,B〉
∗

=⇒
G′

aβγ 〈A,A〉

gibt, bei der nach dem ersten Schritt nur Nichtterminale derForm〈X,Y 〉 ersetzt werden.

Aus der letzten Eigenschaft folgt insbesondere, dass die GrammatikenG undG′ äquivalent sind, d.h.
dassL(G) = L(G′) gilt.

In einigen Fällen ist die Grammatik nach Beseitigung der Linksrekursion eineLL(k)-Grammatik.
Dies ist etwa für die GrammatikG0 aus Beispiel 3.3.6 der Fall. Die Transformation zur Beseitigung
der Linksrekursion hat jedoch auch Nachteile. Sein die Anzahl der Nichtterminale. Dann kann sich
sowohl die Anzahl der Nichtterminale wie der Produktionen um einen Faktorn + 1 erhöhen. Bei
großen Grammatiken wird es sich deshalb i.A. nicht lohnen, die Transformationmanuellauszuführen.
Ein Parsergenerator könnte dagegen diese Transformation vornehmen, um automatisch aus dem Ablei-
tungsbaum für die transformierte Grammatik einen Ableitungsbaum für die ursprüngliche Grammatik
zu rekonstruieren (siehe Aufgabe?? des nächsten Kapitels). Dem Benutzer bliebe die Transformation
der Grammatik, die der Parser aus rein pragmatischen Gründen vornimmt, damit verborgen.

Wie sehr sich der Syntaxbaum eines Ausdrucks gemäß der transformierten Grammatik von dem
Synta gemäss der ursprünglichen Grammatik unterscheidet,illustriert Beispiel 3.3.6: der Operator sitzt
etwas isoliert zwischen seinen weit entfernten Operanden.Eine Alternative zur nachträglichen Elimi-
nierung der Linksrekursion sind Grammatiken mitregulärenrechten Seiten, wie wir sie im nächsten
Abschnitt betrachten werden.

3.3.4 Rechtsreguläre kontextfreie Grammatiken

Linksrekursion wird oft für Auflistungen benutzt, etwa von Parameterspezifikationen in einer Funk-
tionsdeklaration oder aktuellen Parametern in einem Funktionsaufruf, von Indexausdrücken in einem
mehrdimensionalen Feldzugriff oder von arithmetischen Teilausdrücken, die durch den gleichen (as-
soziativen) Operator verknüpft sind. Diese Fälle können aber auch elegant durch reguläre Ausdrücke
reguläre Ausdrücke auf den rechten Seiten von Produktionenbeschrieben werden.



72 3 Syntaktische Analyse

Id 〈T, F 〉

ε

〈T, T 〉

〈E,E〉

ε

+Id

〈E,F 〉T

E

E

FT

F

〈E, T 〉

〈E,E〉

T

Id

E

+

Id

(b)(a)

Abb. 3.11. Syntaxbaum fürId + Id bzgl. der GrammatikG0 aus Beispiel 3.3.6 bzw. der zugehörigen Grammatik
ohne Linksrekursion.

Eine rechtsregulärekontextfreie Grammatik ist ein TupelG = (VN , VT , P, S), wobeiVN , VT , S wie
üblich die Menge der Nichtterminale, die Menge der Terminale und das Startsymbol sind, aberP :
VN → RA nun eine Abbildung der Nichtterminale in die MengeRA der regulären Ausdrücke über
VN ∪ VT ist. Ein Paar(X, r) mit P (X) = r schreiben wir auchX → r.

Beachten Sie, dass die Menge der Produktionen auch bei einernormalen kontextfreien Grammatik
als eine AbbildungVN → RA aufgefasst werden kann, wenn wir die verschiedenen Alternativen für
ein Nichtterminal mithilfe des Alternativoperators zu einem regulären Ausdruck zusammenfügen.

Beispiel 3.3.7Eine rechtsreguläre kontextfreie Grammatik für arithmetische Ausdrücke ist gegeben
durch:

Ge = ({S,E, T, F}, {Id, (, ),+,−, ∗, /}, P, S)

mit der Menge der ProduktionenP :

S → E

E → T {{+ | −}T }∗

T → F{{∗ | /}F}∗

F → (E) | Id

Um die runden Klammern( und) unter den Terminalsymbolen von den Metasymbolen zur Notierung
regulärer Ausdrücke zu unterscheiden, verwenden wir hier als MetazeichengeschwungeneKlammern
{ und}. ⊓⊔

Für eine rechtsreguläre kontextfreie Grammatik definierenwir eine Relation=⇒
R,lm

auf Wörtern aus

(VN ∪ VT )∗ durch:
wX β =⇒

R,lm
wαβ sofern α ∈ L(P (X))

Dabei istL(r) die Sprache, die durch den regulären Ausdruckr beschrieben wird. Giltβ1 =⇒
R,lm

β2

sagen wir,β2 wird in einem Schritt ausβ1 abgeleitet. Die reflexive, transitive Hülle von=⇒
R,lm

nennen
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wir reguläre Linksableitung und bezeichnen sie mit
∗

=⇒
R,lm

. Die Relationen=⇒
R,lm

und
∗

=⇒
R,lm

setzen wir

auf Paare von regulären Ausdrücken und Wörtern fort durch:

r =⇒
R,lm

β2 sofern β1 =⇒
R,lm

β2 für einβ1 ∈ L(r)

bzw.
r

∗
=⇒
R,lm

β2 sofern β1
∗

=⇒
R,lm

β2 für einβ1 ∈ L(r)

Dann ist die vonG definierte Sprache gegeben durch:

L(G) = {w ∈ V ∗
T | S

∗
=⇒
R,lm

w}

Beispiel 3.3.8Eine reguläre Linksableitung zum WortId+ Id∗ Id der GrammatikGe aus Beispiel 3.3.7
ist etwa gegeben durch:

S =⇒
R,lm

E =⇒
R,lm

T + T =⇒
R,lm

F + T =⇒
R,lm

Id + T

=⇒
R,lm

Id + F ∗ F =⇒
R,lm

Id + Id ∗ F =⇒
R,lm

Id + Id ∗ Id

⊓⊔

Anstelle einer eigenen Parserkonstruktion für Grammatiken mit regulären rechten Seiten stellen wir
eine Konstruktion bereit, die solche Grammatiken durch normale kontextfreie Grammatiken simuliert.
Dazu konstruieren wir zu jeder rechten Seite einen endlichen Automaten. Diesen endlichen Automa-
ten erhalten wir aus dem endlichen Automaten, den wir in Kapitel 2.2 für einen regulären Ausdruck
konstruiert haben, indem wir zusätzlich dieε-Übergänge beseitigen. Seir ein regulärer Ausdruck über
VN ∪ VT undM = (Q, VN ∪ VT , ∆, q0, {qf}) der endliche Automat zur gemäß der Konstruktion aus
dem Kapitel 2.2. Dann definieren wir einenε-freien endlichen Automaten

Mr = (Q′, VN ∪ VT , ∆
′, q′0, F

′)

wie folgt:

• q′0 = q0.
• Q′ und∆′ sind die kleinsten Mengen für die das folgende gilt. Der Anfangszustandq′0 ist inQ′. Ist

weiterhinq ∈ Q′, (q, ε, q1) ∈ ∆∗ und(q1, X, p) ∈ ∆ für ein Nichtterminal- oder Terminalsymbol
X , dann ist auchp ∈ Q′ und(q,X, p) ∈ ∆′.
• F ′ = {q ∈ Q′ | (q, ε, qf ) ∈ ∆∗}.

Beispiel 3.3.9Betrachten wir den regulären Ausdruckr ≡ T {{+ | −}T }∗. Die beiden endlichen
Automaten zur mit und ohneε-Übergänge zeigt Abbildung 3.12. Alleε-freien endlichen Automaten
zu den regulären rechten Seiten der GrammatikGe zeigt Abbildung 3.13. Beachten Sie, dass gemäß
seiner Definition der endlichen Automat ohneε-Übergänge im Allgemeinen einige Zustände weniger
besitzt als der endliche AutomatM mit ε-Übergängen. In unserem Fall sind die Zustände 2 und 5
weggefallen.

In unserem Beispiel bleiben dabei auch weniger Übergänge übrig. Die Beseitigung derε-Übergänge
kann jedoch die Anzahl der benötigten Übergänge aucherhöhen. ⊓⊔

Die Zustände desε-freien endlichen AutomatenMr entsprechen den Endpunkten von Kanten des end-
lichen Automaten zu dem regulären Ausdruckr, an denen ein Symbol gelesen wird. Offenbar gilt
L(Mr) = L(M) = L(r).

Sei nunG = (VN , VT , P, S) eine kontextfreie Grammatik mit rechtsregulären Produktionen. Neh-
men wir an, die Mengen der Zustände der AutomatenMP (A), A ∈ N , seien paarweise disjunkt. Den
Anfangszustand des AutomatenMP (A) bezeichnen wir dabei mitqA. SeienQ,∆,F die Vereinigungen
der Mengen der Zustände, der Übergangsrelationen und der Endzustände der AutomatenMP (A). Zu
der GrammatikG konstruieren wir dann eine normale kontextfreie GrammatikG′ = (V ′

N , VT , P
′, S).
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Abb. 3.12. Die beiden endlichen Automaten mit bzw. ohneε-Übergänge für den regulären AusdruckT{{+ |
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Abb. 3.13. Die ε-freien endlichen Automaten zu den rechten Seiten der Grammatik Ge mit fortlaufender Num-
merierung der Zustände, die keine Anfangszustände sind.

Die Menge der Nichtterminale der GrammatikG′ ist gegeben durchV ′
N = VN ∪Q. Die MengeP ′ der

Produktionen vonG′ ist gegeben durch:

A → qA , A ∈ VN

p → Xq , (p,X, q) ∈ ∆

p → ε , p ∈ F

Man überzeugt sich, dassL(G) = L(G′) gilt. Aus einer Linksableitung vonG′ lässt sich leicht eine
Linksableitung vonG rekonstruieren. Auf die GrammatikG′ können wir nun z.B. die Konstruktion
einesLL(1)-Parsers aus dem nächsten Kapitel anwenden. Ist diese Konstruktion möglich, nennen wir
die GrammatikG eineRLL(1)-Grammatik.
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Beispiel 3.3.10 (Fortführung von Beispiel 3.3.7)Unsere Konstruktion liefert die folgende Gramma-
tik:

S → ZS

ZS → EZ0

S → EZ0

Z0 → ε

E → ZE

ZE → TZ1

Z1 → +Z2 | −Z2

Z2 → TZ3

Z3 → +Z2 | −Z2 | ε

T → ZT

ZT → FZ4

Z4 → ∗ Z5 | / Z5

Z5 → FZ6

Z6 → ∗ Z5 | / Z5 | ε

F → ZF

ZF → Id Z9 | ( Z7

Z7 → EZ8

Z8 → ) Z9

Z9 → ε

Um unsere Namenskonventionen für kontextfreie Grammatiken einzuhalten, haben wir das Nichtter-
minal zu dem Zustandi mit Zi bezeichnet. Diefirst1- und follow1-Mengen für diese Grammatik sind
gegeben durch:

first1(S) = {Id, (}

first1(ZS) = {Id, (}

first1(Z0) = {ε}

first1(E) = {Id, (}

first1(ZE) = {Id, (}

first1(Z1) = {+,−}

first1(Z2) = {Id, (}

first1(Z3) = {ε}

first1(T ) = {Id, (}

first1(ZT ) = {Id, (}

first1(Z4) = {∗, /}

first1(Z5) = {Id, (}

first1(Z6) = {ε}

first1(F ) = {Id, (}

first1(ZF ) = {Id, (}

first1(Z7) = {Id, (}

first1(Z8) = {)}

first1(Z9) = {ε}

sowie:

follow1(S) = follow1(ZS) = follow1(Z0) = {#}

follow1(E) = follow1(EZ) = follow1(Z1) = follow1(Z2) = follow1(Z3) = {#, )}

follow1(T ) = follow1(TZ) = follow1(Z4) = follow1(Z5) = follow1(Z6) = {+,−,#, )}

follow1(F ) = follow1(ZF ) = follow1(Z7) = follow1(Z8) = follow1(Z9) = {∗, /,+,−,#, )}

Die kontextfreie Grammatik, die wir zuGe konstruiert haben, ist somit eineLL(1)-Grammatik. ⊓⊔

3.3.5 StarkeLL(k)-Parser

Die Struktur eines Parsers für starkeLL(k)-Grammatiken zeigt Abbildung 3.14. Von der Eingabe auf
dem Eingabeband ist der Präfixw bereits gelesen. Die restliche Eingabe beginnt mit einem Präfixu der
Längek. Der Keller enthält eine Folge von Items der kontextfreien Grammatik. Das oberste Item, der
aktuelle ZustandZ, bestimmt, ob als nächstes

• das nächste Eingabesymbol gelesen,
• auf das Ende der Analyse getestet oder
• das aktuelle Nichtterminal expandiert werden soll.

Bei einer Expansion verwendet der Parser die Parser-Tabelle, um die richtige Alternative für das Nicht-
terminal auszuwählen. Die Parser-TabelleM ist ein zweidimensionales Feld, dessen Zeilen durch
Nichtterminale und dessen Spalten durch Wörter der Länge (maximal)k indiziert werden. Sie reprä-
sentiert eine Auswahlfunktion

VN × V
≤k
T# → (VT ∪ VN )∗ ∪ {error }
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Abb. 3.14. Schematische Darstellung eines starkenLL(k)-Parsers.

die jedem Nichtterminal die Alternative zuordnet, die bei der gegebenen Vorausschau ausgewählt wer-
den soll – oder einen Fehler anzeigt, falls es keine passendeAlternative gibt. Sei[X → β.Y γ] das ober-
ste Item auf dem Keller undu der Präfix der Längek der restlichen Eingabe. GiltM [Y, u] = (Y → α),
dann wird[Y → .α] neues oberstes Kellersymbol und die ProduktionY → α auf das Ausgabeband
geschrieben.

die Tabelleneinträge inM werden für ein NichtterminalY auf die folgende Weise berechnet. Seien
Y → α1 | . . . | αr die Alternativen fürY . Bei einer starkenLL(k)-Grammatik sind die Mengen
firstk(αi) ⊙k followk(Y ) disjunkt. Für jedesu ∈ firstk(α1) ⊙k followk(Y ) ∪ . . . ∪ firstk(αr) ⊙k

followk(Y ) ist deshalb:

M [Y, u]← αi gdw. u ∈ firstk(αi)⊙k followk(Y )

Andernfalls wirdM [Y, u] ← error gesetzt. Der EintragM [Y, u] = error bedeutet, dass das aktuelle
Nichtterminal und das Präfix der restlichen Eingabe nicht zusammenpassen. Ein syntaktischer Fehler
liegt vor. Deshalb wird eine Fehlerdiagnose- und -behandlungsroutine gestartet, die eine Fortsetzung
der Analyse ermöglichen soll. Solche Verfahren werden im Abschnitt 3.3.6 beschrieben.

Fürk = 1 ist die Konstruktion der Parser-Tabelle besonders einfach. Wegen Korollar 3.3.2.1 kommt
sie ohnek-Konkatenation aus. Stattdessen reicht es,u auf Enthaltensein in einer der Mengenfirst1(αi)
bzw. gegebenenfalls nochfollow1(Y ) zu testen.

Beispiel 3.3.11Tabelle 3.3 ist dieLL(1)-Parser-Tabelle für die Grammatik aus Beispiel 3.2.13. Tabelle
3.4 beschreibt den Lauf des zugehörigen Parsers für die EingabeId ∗ Id#. ⊓⊔

Anstelle mit Hilfe eines iterativen Treiberprogramms, dasden Kellerexplizit verwaltet, lässt sich ein
LL(k)-Parser auch durch einrekursivesTreiberprogramm implementieren. Einen solchen Parser nen-
nen wir Recursive-Descent–Parser. Wir betrachten nur den Fallk = 1 und nehmen an, wir hätten
bereits diefirst1-und follow1-Mengen berechnet und die TabelleM [X, a] aufgestellt. Das rekursive
Treiberprogramm ist dann gegeben durch:
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( ) + ∗ Id #

S E error error error E error

E (E) 〈E,F 〉 error error error Id 〈E, F 〉 error

T (E) 〈T, F 〉 error error error Id 〈T, F 〉 error

F (E) 〈F, F 〉 error error error Id 〈F, F 〉 error

〈E,F 〉 error 〈E,T 〉 〈E, T 〉 〈E, T 〉 error 〈E, T 〉

〈E, T 〉 error 〈E, E〉 〈E,E〉 ∗F 〈E, T 〉 error 〈E, E〉

〈E,E〉 error ε + T 〈E, E〉 error error ε

〈T, F 〉 error 〈T, T 〉 〈T, T 〉 〈T, T 〉 error 〈T, T 〉

〈T, T 〉 error ε ε ∗F 〈T, T 〉 error ε

〈F, F 〉 error ε ε ε error ε

Tabelle 3.3. LL(1)-Parsertabelle für die Grammatik aus Beispiel 3.2.13.

Kellerinhalt Eingabe

[S → .E] Id ∗ Id#

[S → .E][E → .Id 〈E, F 〉] Id ∗ Id#

[S → .E][E → Id . 〈E, F 〉] ∗Id#

[S → .E][E → Id . 〈E, F 〉][〈E, F 〉 → . 〈E, T 〉] ∗Id#

[S → .E][E → Id . 〈E, F 〉][〈E, F 〉 → . 〈E, T 〉][〈E, T 〉 → . ∗ F 〈E, T 〉] ∗Id#

[S → .E][E → Id . 〈E, F 〉][〈E, F 〉 → . 〈E, T 〉][〈E, T 〉 → ∗ .F 〈E, T 〉] Id#

[S → .E][E → Id . 〈E, F 〉][〈E, F 〉 → . 〈E, T 〉][〈E, T 〉 → ∗ .F 〈E, T 〉][F → .Id 〈F, F 〉] Id#

[S → .E][E → Id . 〈E, F 〉][〈E, F 〉 → . 〈E, T 〉][〈E, T 〉 → ∗ .F 〈E, T 〉][F → Id. 〈F, F 〉] #

[S → .E][E → Id . 〈E, F 〉][〈E, F 〉 → . 〈E, T 〉][〈E, T 〉 → ∗ .F 〈E, T 〉][F → Id. 〈F, F 〉][〈F, F 〉 → .] #

[S → .E][E → Id . 〈E, F 〉][〈E, F 〉 → . 〈E, T 〉][〈E, T 〉 → ∗ .F 〈E, T 〉][F → Id 〈F, F 〉 .] #

[S → .E][E → Id . 〈E, F 〉][〈E, F 〉 → . 〈E, T 〉][〈E, T 〉 → ∗ F. 〈E, T 〉] #

[S → .E][E → Id . 〈E, F 〉][〈E, F 〉 → . 〈E, T 〉][〈E, T 〉 → ∗ F. 〈E, T 〉][〈E, T 〉 → . 〈E, E〉] #

[S → .E][E → Id . 〈E, F 〉][〈E, F 〉 → . 〈E, T 〉][〈E, T 〉 → ∗ F. 〈E, T 〉][〈E, T 〉 → . 〈E, E〉][〈E, E〉 → .] #

[S → .E][E → Id . 〈E, F 〉][〈E, F 〉 → . 〈E, T 〉][〈E, T 〉 → ∗ F. 〈E, T 〉][〈E, T 〉 → 〈E, E〉 .] #

[S → .E][E → Id . 〈E, F 〉][〈E, F 〉 → . 〈E, T 〉][〈E, T 〉 → ∗ F 〈E, T 〉.] #

[S → .E][E → Id . 〈E, F 〉][〈E, F 〉 → 〈E, T 〉 .] #

[S → .E][E → Id 〈E, F 〉 .] #

[S → E.] #

Ausgabe:

(S → E) (E → Id 〈E, F 〉) (〈E, F 〉 → 〈E, T 〉) (〈E, T 〉 → ∗F 〈E,T 〉) (F → Id 〈F, F 〉)

(〈F, F 〉 → ε) (〈E, T 〉 → 〈E, E〉) (〈E, E〉 → ε)

Tabelle 3.4. Parserlauf für die Eingabe:Id ∗ Id#

enum result { error ; accept ; }

terminal nextsymbol ;

enum result parse() {

nextsymbol ← scan();

enum result r ← process(S);

if (r = error ) return error ;

if (nextsymbol = #) return accept;

else return error ;

}

Die Funktionprocess() analysiert die einzelnen Nichtterminale:
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enum result process(nonterminal X) {

string〈symbol〉 α;

symbol Y ;

if (M [X,nextsymbol ]) = error) { output(′′. . .′′); goto err ; }

α←M [X,nextsymbol ]; output(X → α);

enum result r;

while (α 6= ε) {

Y ← hd (α); α← tl (α);

if (is_terminal(Y ))

if (Y = nextsymbol) nextsymbol ← scan();

else { output(′′. . .′′); goto err ; }

else {

r ← process(Y );

if (r = error) goto err ;

}

}

return accept ;

err : return error ;

}

Die Hilfsfunktion scan() stellt das jeweils nächste Symbol aus der Eingabe zur Verfügung. Der Da-
tentypenum result fasst die möglichen Ergebnisse der Analyse zusammen. In einer praktischen Im-
plementierung wird man im Erfolgsfall nicht nur die Meldungacceptzurück liefern, sondern eine
(gegebenenfalls bereits weiter verarbeitete) Repräsentation des Syntaxbaums. Entsprechend sollte auch
im Fehlerfall dem Anwender detaillierte Informationen über die Stelle zurück geliefert werden, an der
der Fehler auftrat. Gegebenenfalls sollte im Fehlerfall die Analyse auch nicht sofort beendet werden.
Entsprechende Techniken werden im Abschnitt 3.3.6 behandelt.

Wie die iterative Implementierung desLL(k)-Parsers kann die rekursive Implementierung automa-
tisch aus einer starkenLL(k)-Grammatik und ihrenfirstk- und followk-Mengen erzeugt werden. Die
rekursive Implementierung kann noch weiter spezialisiertwerden, indem die Funktion

enum result process(nonterminal X)

zu einem System
enum result processX(), X ∈ VN

rekursiver Funktionen instantiiert wird. Die FunktionprocessX() ist für die Analyse von Worten für
das NichtterminalX zuständig. Im Rumpf der FunktionprocessX() wird das Nachschlagen in der
TabelleM durch eine Fallunterscheidung ersetzt und die Iteration über die einzelnen Symbole der
ausgewählten Alternativeα für X zu einer Folge von Anweisungen abgewickelt. Für die Generierung
dieser Funktionen benötigen wir die folgenden Code-Generator-Funktionen:

gen_proc X : generiert die spezialisierte Funktionprocess
X

();

gen_alt α : generiert Code zur Abarbeitung der ausgewählten Alternative;

gen_symb X : generiert Code für ein Symbol in einer rechten Seite.

Nehmen wir an, die Alternativen für das NichtterminalX seienα1 | . . . | αn undai = first1(αi) ⊙
follow1(X) das Terminalsymbol, bei dessen Vorausschau diei-te Alternative ausgewählt wird. Dann
ist:
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gen_proc X = enum result processX() {

enum result r;

switch (nextsymbol) {

case a1 : output(X → α1);

gen_alt α1

. . .

case an : output(X → αn);

gen_alt αn

default : output(“ . . .′′);

goto err ;

}

err : return error ;

}

Der Code für die einzelnen Alternativen wird dann auf die folgende Weise generiert:

gen_alt (X1 . . . Xk) = gen_symb X1

. . .

gen_symb Xk

return accept ;

gen_symb a = if (a = nextsymbol) nextsymbol ← scan();

else { output(′′. . .′′); goto err ; }

gen_symb A = r← processA();

if (r = error ) goto err ;

Unsere Konstruktionen vonLL(k)-Parsern sind nur aufstarkeLL(k)-Grammatiken anwendbar. Diese
Einschränkung ist jedoch nicht so gravierend, wie es den Anschein hat:

• Der Fall, der am häufigsten in der Praxis vorkommt istk = 1. JedeLL(1)-Grammatik ist aber stets
eine starkeLL(1)-Grammatik.
• Wird dennoch eine Vorausschauk > 1 benötigt und ist die GrammatikLL(k), aber nicht stark
LL(k), dann gibt es immerhin eine allgemeine Konstruktion, wie zuder Grammatik eine starke
LL(k)-Grammatik konstruiert werden kann, die die gleiche Sprache beschreibt (siehe Aufgabe 7).

Wir verzichten deshalb darauf, das Parse-Verfahren für starke LL(k)-Grammatiken auf beliebige
LL(k)-Grammatiken zu verallgemeinern.

3.3.6 Fehlerbehandlung inLL(k)-Parsern

LL(k)-Parser haben die Eigenschaft desfortsetzungsfähigen Präfixes: jeder von einemLL(k)-Parser
bestätigte Anfang eines Eingabewortes hat mindestens eineFortsetzung zu einem Satz der Sprache.
Obwohl Parser i.A. nur Fehlersymptome und nicht die Fehler selbst finden, legt es diese Eigenschaft
nahe, auf Korrekturen in dem bereits gelesenen Teil der Eingabe zu verzichten und stattdessen durch
Veränderung oder teilweises Überlesen der restlichen Eingabe wieder eine Parserkonfiguration zu su-
chen, aus der eine Analyse der restlichen Eingabe möglich ist. Das Verfahren, das nun vorgestellt wird,
bemüht sich, durch möglichst geschicktes Überlesen eines Anfangs der restlichen Eingabe wieder eine
Kombination von Kellerinhalt und restlicher Eingabe herzustellen, in der die Analyse zuende geführt
werden kann.

Eine naheliegende Vorgehensweise besteht darin, eine Endklammer oder ein Trennsymbol für das
aktuelle Nichtterminal zu suchen und alle dazwischenliegenden Eingabesymbole zu überlesen. Wird
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kein solches Symbol gefunden, aber stattdessen ein aussagekräftiges Endesymbol für ein anderes Nicht-
terminal, dann werden Einträge im Keller so lange gelöscht,bis das zu diesem Endesymbol gehörende
Nichtterminal oben auf dem Keller erscheint. Das hieße in C oder ähnlichen Sprachen etwa:

• Bei der Analyse einer Zuweisung nach einem Semikolon zu suchen,
• bei der Analyse einer Deklaration ein Komma oder ein Semikolon,
• bei einer bedingten Anweisungen nach einemelse,
• zu einer öffnenden Klammer{ für einen Block eine schließende Klammer} zu suchen.

Ein solcherPanik-Modushat jedoch mehrere gravierende Nachteile. Selbst wenn das gesuchte Symbol
im Programm vorhanden ist, muss der Parser gegebenenfalls größere Folgen von Wörtern ohne Analyse
überlesen, bis er das Symbol findet. Fehlt das Symbol ganz oder gehört es nicht zu der gegenwärtigen
Inkarnation des aktuellen Nichtterminals, gerät der Parser meist aus dem Tritt.

Unser Fehlerbehandlungsverfahrengeht deshalb differenzierter vor. Es verfügt über zwei Modi, den
Parser-Modusund denFehler-Modus. Im Parser-Modus für ein NichtterminalX wird ein Wort fürX
analysiert, seit dem Beginn dieser Analyse ist noch keinen Fehler entdeckt worden bzw. alle entdeckten
Fehler wurden (vermeintlich) vollständig behandelt. Der Parser-Modus fürX wird verlassen, wenn ein
Wort für X gefunden ist. Wurde der Parser-Modus in der Anfangskonfiguration gestartet, ist alsoX
gleich dem Startsymbol, ist das Ende der syntaktischen Analyse erreicht – vorausgesetzt, die Eingabe
ist vollständig abgearbeitet. Der Parser-Modus kann allerdings auch im Fehlermodus rekursiv gestar-
tet worden sein; dann wird nach seiner Beendigung auch dorthin zurückgekehrt. In den Fehlermodus
wird bei Auftreten eines Fehlers gewechselt. Dann werden die nächsten Eingabesymbole überlesen, bis
zu der aktuellen Analysesituation passende Endesymbole gefunden wurden. Damit keine großen Ein-
gabeteile unanalysiert überlesen werden, wird rekursiv inden Parser-Modus für ein NichtterminalX
gewechselt, wenn eincharakteristisches Anfangssymbolfür X gefunden wurde. Wie zwischen Parser-
und Fehlermodus gewechselt wird, zeigt Abbildung 3.15. Dort sindaX , aY bzw.aZ Anfangssymbole
undbX , bY bzw.bZ Endesymbole für die NichtterminaleX,Y bzw.Z.

Fehler 1 Fehler 2

X

ZY

aX aY bY aZ bZ bX

P F1 P F2 F1P

Abb. 3.15. Schematische Fehlerbehandlung; die AbkürzungenFi undP stehen für Fehler- bzw. Parser-Modi.

Das Zurückschalten vom Fehler-Modus in den Parser-Modus bei Auffinden eines charakteristischen
Endesymbols nennen wirFortsetzen bei einem Fortsetzungssymbol, das rekursive Umschalten vom
Fehler-Modus in den Parser-Modus beim Finden eines charakteristischen AnfangsymbolsAufsetzen
bei einem Aufsetzsymbol.

Wir betrachten zwei Klassen von Aufsetzsymbolen und und zwei Klassen von Fortsetzungssymbo-
len und modifizieren das rekursive Treiberprogramm fürLL(1)-Parser für diese vier Klassen so, dass
die generiertenLL(1)-Parser das Fortsetzen bzw. Aufsetzen im Fehlerfall beherrschen. Der Generator
ist dabei auf Benutzerangaben angewiesen, welche festlegen, für welche Nichtterminale bzw. welche
Vorkommen von Nichtterminalen diese Fehlerbehandlungen wirksam werden sollen.

Eine Fehlermeldung für ein Vorkommen eines NichtterminalsX soll nur einmal ausgegeben wer-
den, d.h. Folgefehlermeldungen für den gleichen Fehler ausverschiedenen Parserfunktionsaufrufen
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sollen vermieden werden. Den Parserfunktionsaufrufen, die zu dem aktuellen Aufrufprocess(X) ge-
führt haben, wird deshalb mitgeteilt, ob inX ein Fehler entdeckt und gemeldet wurde, der sie auch
betreffen kann. In diesem Fall wurde innerhalb vonprocess(X) in den Fehler-Modus gewechselt, aber
vor Beendigung vonprocess(X) nicht mehr verlassen.

Fortsetzen beilast-Symbolen

Nehmen wir an, der Parser ist dabei, ein Wort für ein NichtterminalX zu analysieren. Dabei stößt er
auf einen Fehler, d.h. eine Situation, in der das nächste Eingabesymbol nicht zum aktuellen Zustand
passt. Eine naheliegende Fehlerbehandlung besteht darin,den Fehler zu melden und die nächsten Ein-
gabesymbole zu überlesen, bis ein Symbol gefunden wird, welches das letzte Symbol in einem Wort
für X sein kann. In einem C-Block würde man nach einer schließenden Klammer} suchen, in einer
Parameterliste nach der Klammer) usw. Dazu definieren wir in Analogie zu denε-freienfirst1-Mengen
dieε-freienlast1-Mengen.

Für ein Wortw = a1 . . . an ∈ V n
T , n ≥ 0, undk ∈ N seiw|k derk-Suffixdes Wortsw, d.h.

w|k =

{

a1 . . . an falls n < k

a1 . . . ak falls n ≥ k

Für ein NichtterminalX sei dann

lastk(X) = {w|k | X
∗

=⇒
R,lm

w}

Die ε-freie last1-Menge fürX ist dann gegeben durch

efl(X) = last1(X)\{ε}

Zur Berechnung dieser Mengen können geeignete Gleichungssysteme aufgestellt werden, ganz analog
zu den Gleichungssystemen für diefirst1- bzw. dieε-freien first1-Mengen. Wir überlassen dies als
Übung unseren Lesern.

Die Fortsetzung beilast-Symbolen kann implementiert werden, indem die Funktionprocess() der
Abschnitt zur Behandlung eines gefundenen Fehlers erweitert wird:

err : while (nextsymbol 6∈ efl(X) ∪ {#}) nextsymbol ← scan();

if (nextsymbol 6∈ efl(X)) return error ;

nextsymbol ← scan();

return accept ;

Nach Finden eines Symbols ausefl(X) wird angenommen, dass ein erfolgreiches Fortsetzen im Parser-
Modus möglich ist und keine weitere Fehlerbehandlung durchden Aufrufer vonX erforderlich ist.

Ideal für diese Fehlerbehandlung sind Klammern, die eindeutig einem Nichtterminal zugeordnet
werden können. Nicht alle Nichtterminale verfügen jedoch über charakteristischelast-Symbole. Vor-
sicht ist auch geboten bei rekursiven Nichtterminalen. Hier kann es geschehen, dass eine Endklammer
der falschen Inkarnation des Nichtterminals zugeordnet wird. Deshalb sollten nur solche rekursiven
Nichtterminale für die Fortsetzung beilast-Symbolen ausgezeichnat werden, bei denen auch der An-
fang ihrer Wörter erkannt werden kann. Der Benutzer desLL(1)-Parser-Generators bzw. der Schreiber
der Eingabegrammatik sollten deshalb die Nichtterminale spezifizieren können, bei denen eine Fortset-
zung überlast-Symbole versucht werden soll. Im Folgenden bezeichnen wirdie Menge der Nichttermi-
nale, für die eine Fortsetzung beilast-Symbolen gewünscht wird, mitlast(G). In die Fehlerbehandlung
bauen wir dann eine entsprechende Fallunterscheidung ein.

Nichtlokale Fortsetzung beilast-Symbolen

Die bisher beschriebene Fehlerbehandlung setzt ein zu großes Vertrauen in das Vorhandensein des
last-Symbols für das aktuelle Nichtterminal. Es können aber zwei Probleme auftreten. Erstens kann
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der Syntaxfehler gerade darin bestehen, dass dieseslast-Symbol fehlt. Zweitens könnte das aktuelle
Nichtterminal gar kein charakteristischeslast-Symbol besitzen, wie etwa das Nichtterminal für arith-
metische Ausdrücke.

Deshalb werden Parserfunktionen zusätzlich in die Lage versetzt, auch nachlast-Symbolenumfas-
senderNichtterminale zu suchen. Betrachten wir Vorkommen von Nichtterminalen, die in dem schon
konstruierten Anfang der Linksableitung das aktuelle Nichtterminal produziert haben. Die zugehöri-
gen Inkarnationen der Parserfunktion sind noch nicht beendet und werden in die Fehlerbehandlung mit
einbezogen, wenn diese lokal in der aktuellen Funktion nicht möglich ist.

Dazu wird die Parserfunktionprocess() um einen weiteren Parameter erweitert, in dem die Menge
derlast-Symbole der umfassenden Nichtterminalvorkommen übergeben werden. Im Fehlerfall beendet
die aktuelle Parserfunktion das Überlesen der Eingabesymbole nicht nur, wenn sie ein eigeneslast-
Symbol findet sondern auch, wenn sie eines der übergebenen Symbole identifiziert. Die entsprechend
modifizierte rekursive Treiberfunktionprocess() sieht dann so aus:

enum result parse() {

nextsymbol ← scan();

enum result r ← process(S, {#});

if (r = error ) return error ;

if (nextsymbol = #) return accept ;

else return error ;

}

enum result process(nonterminal X, set〈terminal 〉 l) {

set〈terminal 〉 lasts ;

if (X ∈ last(G)) lasts ← l ∪ efl(X);

else lasts ← l;

. . .

err : if (X 6∈ last(G)) return error ;

while (nextsymbol 6∈ lasts) nextsymbol ← scan();

if (nextsymbol 6∈ efl(X)) return error ;

nextsymbol ← scan();

return accept ;

}

Den unveränderten Mittelteil der Funktionprocess() haben wir weggelassen. Ab der Markeerr steht
der Code für die Fehlerbehandlung. Falls das aktuelle NichtterminalX nicht in last(G) enthalten ist,
wird sofort ein Fehlerwert zurückgegeben. Ist das erstelast-Symbol, das in der Eingabe gefunden
wird, ausefl(X), wird dieses Zeichen konsumiert und dannacceptzurückgeliefert. Andernfalls wird
sofort ein Fehlerwert zurückgeliefert. Dann testen die Aufrufer in der Reihenfolge der Rückkehr, ob
das gefundene Symbol für sie einlast-Symbol ist.

Fortsetzung beifollow-Symbolen

Eine Fehlerbehandlung nur über Fortsetzung beilast-Symbolen ist oft unzureichend. Ausdrücke ha-
ben i.A. keine charakteristischen Endesymbole. Sie kommenaber in verschiedenen Kontexten vor, in
denen Symbole auf sie folgen müssen, die sehr aussagekräftig für die syntaktische Position sind. Dazu
gehören Zuweisungen (gefolgt von einem Semikolon), Parameterpositionen (gefolgt von einem Kom-
ma oder einer schließenden Klammer), Bedingungen inif -Anweisungen (gegebenenfalls gefolgt von
then). Deshalb nehmen wir eine Fortsetzung beiFolgesymbolenhinzu. Folgesymbole für ein Vorkom-
men des NichtterminalsX sind alle Symbole, die auf dieses Vorkommen in Satzformen folgen können.
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Der Benutzer sollte wieder spezifizieren, für welche Nichtterminale er eine Fortsetzung bei Folgesym-
bolen wünscht. Die entsprechende Menge bezeichnen wir mitfollow(G).

Das rekursive Treiberprogramm fürLL(1)-Parser wird ein weiteres Mal abgeändert, um die Fort-
setzung bei Folgesymbolen zu ermöglichen. Der Parserfunktion process() wird in einem weiteren Pa-
rameter die Menge der Folgesymbole für das jeweilige angewandte Vorkommen vonX übergeben. Die
entsprechend modifizierte Funktionprocess() ist gegeben durch:

enum result process(nonterminal X, set〈terminal 〉 l, set〈terminal〉 f) {

set〈terminal〉 lasts , follows ;

if (X ∈ last(G)) lasts ← l ∪ efl(X);

else lasts ← l;

set〈symbol 〉 α;

symbol Y ;

α←M [X,nextsymbol ]; output(X → α);

enum result r;

while (α 6= ε) {

Y ← hd (α); α← tl (α);

if (is_terminal(Y ))

if (Y = nextsymbol) nextsymbol ← scan();

else { output(′′. . .′′); goto err ; }

else {

if (Y ∈ follow(G)) follows ← first1(α)⊙1 follow1(X);

else follows ← ∅;

r← process(Y, lasts , follows);

if (r = error ) goto err ;

}

}

return accept ;

err : while (nextsymbol 6∈ lasts ∪ f ) nextsymbol ← scan();

if (X ∈ last(G) ∧ nextsymbol ∈ efl(X)) {

nextsymbol ← scan();

return accept ;

}

if (X ∈ follow(G) ∧ nextsymbol ∈ f) {

return accept ; }

return error ;

}

Aufsetzen bei Anfangssymbolen

An der Fehlerbehandlung, die wir bisher entwickelt haben, stört noch, dass in einigen Situationen bei
der Suche nach einemlast- oderfollow-Symbol zuviel überlesen wird. Ganze Anweisungen oder so-
gar Anweisungsfolgen können übersprungen werden, wenn dasEnde einer bedingten Anweisung oder
eines Schleifenrumpfes gesucht wird. Ein spezielles Problem tritt bei rekursiven Nichtterminalen auf,
für die die Fortsetzung beilast-Symbolen spezifiziert ist. Bei geschachtelten Vorkommen wird die bis-
her entwickelte Strategie immer das erste Endesymbol nach der Fehlerstelle zum Fortsetzen benutzen,
auch wenn es zu einer tieferen Schachtelung gehört. Dadurchergeben sich oft Folgefehler.
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Beispiel 3.3.12Betrachten wir das folgende Programm:

. . .while . . . {a = a+ 1 ↑while . . . {. . .} . . .} . . .

Der Fehler besteht darin, dass das Semikolon nach der Wertzuweisung fehlt. Eine Fehlerbehandlung,
die nur auf der Fortsetzung beilast-Symbolen beruht, würde das Klammersymbol} der inneren Schlei-
fe als Ende der äußeren Schleife auffassen und damit einen Folgefehler produzieren. Eine Fortsetzung
bei Folgesymbolen würde den gleichen Fehler machen oder einSemikolon aus dem Rumpf der inneren
Schleife als Folgesymbol für die Wertzuweisung benutzen – was im Wesentlichen dieselben Folgen
hätte. Diese falsche Fehlerbehandlung kann vermieden werden, wenn der Beginn der inneren Schleife
erkannt wird und der Parser dort wieder in den Parser-Modus wechselt. ⊓⊔

Die Fehlerbehandlung wird darum so abgeändert, dass wiederin den Parser-Modus für ein Nichttermi-
nalY gewechselt wird, wenn ein fürY charakteristisches Anfangssymbolgefunden wird. Dabei werden
nur solche NichtterminaleY in Betracht gezogen, die von dem aktuellen Nichtterminal erreichbar sind.
In Beispiel 3.3.12 wäre das Nichtterminal〈while_stat〉 aus dem angefangenen, aber noch nicht be-
endeten Nichtterminal〈stat〉 ableitbar. Damit kann bei dem Anfangssymbolwhile des Nichtterminals
〈while_stat〉 aufgesetzt werden. Diese Wahl schließt eine Reihe von Folgefehlern aus.

Bisher sah es so aus, als ob im Fehler-Modus nur Symbole überlesen würden – was einem Löschen
der Symbole aus der Eingabe entspricht. Das Aufsetzen, welches jetzt hinzugenommen wird, entspricht
dagegen häufig demEinfügeneines oder mehrerer Symbole, in Beispiel 3.3.12 etwa dem Einfügen
eines Semikolons. Anfangssymbole, bei denen in einer Fehlersituation aufgesetzt werden soll, müssen
die folgenden Anforderungen erfüllen:

• Sie sollten ausschließlich als erste Symbole von Wörtern für Nichtterminale auftreten.
• Ist das aktuelle NichtterminalX , und sindY1, . . . , Yn die ausX ableitbaren Nichtterminale, muss

jedes Anfangssymbol vonX eindeutig einem derYj (1 ≤ j ≤ n) zugeordnet werden können.

Wir nehmen an, dass der Benutzer unseres Generators eine TeilmengeBEG(G) der Nichtterminale
spezifizierte, bei denen mit Anfangssymbolen wieder aufgesetzt werden soll.

Zur Formalisierung der Mengen von Anfangssymbolen definieren wir für ein NichtterminalX die
Mengeer (X) ⊆ VN als die Menge aller Nichtterminale, die in Syntaxbäumen fürX vorkommen
können. SeiBEG(X) = er(X) ∩ BEG(G). Dann definieren wir die Menge dercharakteristischen
Anfangssymbolefür das NichtterminalY im Kontext des NichtterminalsX als die Menge

begsymbs(X,Y ) = eff(Y )\
⋃

{eff(Z) | Z ∈ BEG(X), Z 6= Y }

Die Menge aller charakteristischen Anfangssymbole im KontextX ist dann gegeben durch:

begsymbs(X) =
⋃

{begsymbs(X,Y ) | Y ∈ BEG(X)}

Die charakteristischen Anfangssymbole vonY im KontextX bilden eine Teilmenge der Mengeeff(Y ).
Entfernt werden alle Symbole, die in denfirst1-Mengen anderer, ausX ableitbarer Nichtterminale
ausBEG(G) vorkommen. Spezifiziert der Benutzer unglücklicherweise etwa, dass die Nichtterminale
〈stat〉 und〈if _stat〉 beide inBEG(G) sein sollen, entfälltif als charakteristisches Anfangssymbol, da
es in denfirst1-Mengen beider Nichtterminale liegt.

SeiX das aktuelle Nichtterminal. Geht der Parser in den Fehler-Modus über, sucht er bei der
Fehlerbehandlung nun nicht nurlast- oderfollow-Symbole. Vielmehr berücksichtigt er auch die An-
fangssymbole ausbegsymbs(X). Findet er ein Symbol ausbegsymbs(X,Y ), geht er rekursiv in den
Parser-Modus für das NichtterminalY über. Nach Konstruktion sind die Mengenbegsymbs(X,Y )
und begsymbs(X,Z) für alle Y 6= Z in BEG(X) disjunkt. Damit bestimmt jedes Symbol aus
begsymbs(X) die Fortsetzung mit genau einem Nichtterminal. Sei

nonterminal recover(nonterminal X, terminal a)

eine Implementierung dieser Funktion.



3.3 Top-down-Syntaxanalyse 85

enum result process(nonterminal X, set〈terminal〉 l, set〈terminal 〉 f, set〈terminal 〉 b) {

set〈terminal〉 lasts , follows , begins ;

begins ← b ∪ begsymbs(X);

if (X ∈ last(G)) lasts ← l ∪ efl(X);

else lasts ← l;

string〈symbol〉 α;

symbol Y ;

if (M [X,nextsymbol ]) = error) { output(′′. . .′′); goto err ; }

α←M [X,nextsymbol]; output(X → α);

enum result r;

while (α 6= ε) {

Y ← hd (α); α← tl (α);

if (is_terminal(Y ))

if (Y = nextsymbol) nextsymbol ← scan();

else { output(′′. . .′′); goto err ; }

else {

if (Y ∈ follow(G)) follows ← first1(α) ⊙1 follow1(X);

else follows ← ∅;

r ← process(Y, lasts , follows , begins);

if (r = error) goto err ;

}

}

return accept ;

err : while (nextsymbol 6∈ lasts ∪ f) {

if (nextsymbol ∈ begins)

if (nextsymbol ∈ begsymbs(X)) {

Y ← recover(X,nextsymbol);

process(Y, lasts , ∅, begins);

} else return error ;

nextsymbol ← scan();

}

if (X ∈ last(G) ∧ nextsymbol ∈ efl(X)) {

nextsymbol ← scan();

return accept ;

}

if (X ∈ follow(G) ∧ nextsymbol ∈ f) return accept ;

return error ;

}

Weil der Kontext für das NichtterminalsymbolY , das die Funktionrecover() zurück liefert, unbekannt
ist, kann dem Aufruf vonprocess() für Y nur die leere Menge von Folgesymbolen übergeben werden.

Aufsetzen bei Vorgängersymbolen

Im letzten Abschnitt wurde die Fehlerbehandlung so erweitert, dass sie im Fehler-Modus wieder auf-
setzte, d.h. in den Parser-Modus für ein NichtterminalY umschaltete, wenn ein charakteristisches
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Anfangssymbol fürY gefunden wurde. Es kommt jedoch häufig vor, dass Nichtterminale keine cha-
rakteristischen Anfangssymbole besitzen, aber dafür Symbole, die einem speziellen Vorkommen des
Nichtterminals immer vorangehen. Solche Symbole nennen wir Vorgängersymbolefür ein Nichtter-
minalvorkommen. In Analogie zufollow nennen wir sieprecede-Symbole. Den zwei Vorkommen
von Typbeschreibungen in PASCAL-Deklarationen etwa geht einmal ein Doppelpunkt und einmalein
Gleichheitszeichen voran. In einer bedingten Anweisung inC oder JAVA geht den Vorkommen des
Nichtterminals〈stat〉 einmal eine schließende Klammer und einmal einelse voraus.

Von dem Benutzer erwarten wir eine Spezifikation einer Mengevon Nichtterminalen, bei denen
nach Auffinden eines Vorgängersymbols wieder aufgesetzt werden kann. Die Menge der spezifizierten
Nichtterminale nennen wirPREC(G). Bei der Berechnung der Aufsetzsymbole, also der Anfangssym-
bole und der Vorgängersymbole müssen folgende Bedingungenerfüllt werden:

• Die Spezifikationen des Benutzers sollten dazu führen, dasskein Symbol gleichzeitig Anfangs-
und Vorgängersymbol ist.
• Jedes Aufsetzsymbol sollte eindeutig ein Nichtterminal bestimmen, für welches rekursiv in den

Parser-Modus gewechselt wird.

Wir bestimmen in mehreren Schritten die Mengenbegs(X,Y ) undprecs(X,Y ) der Anfangssymbole
bzw. Vorgängersymbole vonY im KontextX . Wir definieren der Reihe nach die Mengen:

B1(X,Y ) =

{

eff(Y ) , falls Y ∈ BEG(X)

∅ , sonst

P1(X,Y ) =

{⋃
{last1(α) | Z ∈ er (X) ∪ {X}, Z → αY β ∈ P} , falls Y ∈ PREC(G)

∅ , sonst

B2(X,Y ) = B1(X,Y )\
⋃

Y P1(X,Y )

P2(X,Y ) = P1(X,Y )\
⋃

Y B1(X,Y )

begs(X,Y ) = B2(X,Y )\
⋃

Z 6=Y B2(X,Z)

precs(X,Y ) = P2(X,Y )\
⋃

Z 6=Y P2(X,Z)

begsymbs(X) =
⋃

Y (begs(X,Y ) ∪ precs(X,Y )

Die MengeP1(X,Y ) enthält alle Vorgängersymbole von Vorkommen vonY ausPREC(G) für solche
Nichtterminale, die vonX aus erreichbar sind. Die MengenB2 erhalten wir, indem wir allefirst-
Symbole eleminieren, die gleichzeitigprecede-Symbole sind. Die MengenP2 erhalten wir, indem wir
alleprecede-Symbole eliminieren, die gleichzeitigfirst-Symbole sind. Die Mengenbegs erhalten wir,
indem wir alle mehrfach vorkommenden Anfangssymbole streichen. Die Mengenprecs erhalten wir,
indem wir alle mehrfach vorkommenden Vorgängersymbole streichen. Damit erhalten wir eine neue
Definition der Menge der Aufsetzsymbolebegsymbs(X) im KontextX . Zu dieser neuen Definition
konstruieren wir entsprechend eine neue Funktion

nonterminal recover(nonterminal Y, terminal a)

Das rekursive Treiberprogramm für dieLL(1)-Parser, das jetzt bei Anfangs- und Vorgängersymbo-
len wieder aufsetzt, erhalten wir, indem der Fehlerfall um eine Behandlung von Vorgängersymbolen
erweitert wird:
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err : while (nextsymbol 6∈ lasts ∪ f) {

if (nextsymbol ∈ begins)

if (nextsymbol ∈ begsymbs(X)) {

Y ← recover(X,nextsymbol);

if (nextsymbol ∈ precs(X,Y )) nextsymbol ← scan();

process(Y, lasts , ∅, begins);

} else return error ;

nextsymbol ← scan();

}

if (X ∈ last(G) ∧ nextsymbol ∈ efl(X)) {

nextsymbol ← scan();

return accept ;

}

if (X ∈ follow(G) ∧ nextsymbol ∈ f) return accept ;

return error ;

Damit ist die Fehlerbehandlung zuLL(1)-Parsern vollständig beschrieben. Ausgehend von einer redu-
zierten erweiterten rechtsregulären kontextfreien GrammatikG und der Angabe der Mengenlast(G),
follow(G), BEG(G) undPREC(G) wurde einLL(1)-Parser konstruiert, der nicht nur korrekt die Sätze
der vonG beschriebenen Sprache analysiert, sondern auch eine ausgefeilte Fehlerbehandlung bereit-
stellt. Dafür wurde das rekursive Treiberprogramm mit immer mächtigeren Fehlerkorrekturmechanis-
men ausgestattet. Für eine gegebene GrammatikG kann die Funktionprocess() natürlich wieder zu
FunktionenprocessA für die NichtterminaleA der GrammatikG spezialisiert werden umd diese Spe-
zialisierungen direkt aus der GrammatikG zusammen mit der Parsertabelle fürG generiert werden.
Die Beschreibung eines solchen Generators beschreibt Aufgabe 17.

3.4 Bottom-up-Syntaxanalyse

3.4.1 Einführung

Bottom-up-Parser lesen ihre Eingabe wietop-down-Parser von links nach rechts. Sie sind Kellerauto-
maten, die im wesentlichen zwei Operationen ausführen können:

• Kellern des nächsten Eingabesymbols (shift), und
• Lokalisieren der rechten Seite einer ProduktionX → α am oberen Kellerende und ihr Ersetzen

durch einen Zustand, der der linken SeiteX der Produktion entspricht (reduce).

Wegen dieser beiden Operationen heißen sieshift-reduce-Parser. Weil stets am oberen Kellerende redu-
ziert wird, ist einshift-reduce-Parser ein Rechtsparser: als Ergebnis einer erfolgreichen Analyse wird
eine Rechtsableitung in gespiegelter Reihenfolge geliefert.

Ein shift-reduce-Parser darf niemals einegeboteneReduktion verpassen d.h. durch ein eingelese-
nes Symbol im Keller zudecken. Dabei ist eine Reduktiongeboten, wenn ohne sie keine gespiegelte
Rechtsableitung bis zum Startsymbol möglich ist. Ist eine rechte Seite nämlich erst einmal zugedeckt,
taucht sie nie mehr am oberen Ende des Kellers auf und kann darum nie mehr reduziert werden. Eine
rechte Seite am oberen Kellerende, die reduziert werden muss, um eine Ableitung zu erhalten, nennen
wir Griff (engl.: handle).

Nicht alle Vorkommen rechter Seiten am oberen Kellerende sind jedoch Griffe: manchmal führen
Reduktionen am oberen Kellerende in Sackgassen, d.h. können nicht zu einer gespiegelten Rechtsablei-
tung fortgesetzt werden.

Beispiel 3.4.1G0 sei wieder die Ausdrucksgrammatik mit den Produktionen:
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S → E

E → E + T | T

T → T ∗ F | F

F → (E) | Id

Tabelle 3.5 zeigt eine erfolgreichebottom-up-Analyse des SatzesId ∗ Id vonG0. In der dritten Spalte
sind Aktionen angegeben, welche in der jeweiligen Analysesituation ebenfalls möglich wären, aber in
Sackgassen führen. Im dritten Schritt würde man eine gebotene Reduktion verpassen. In den anderen
beiden Schritten würden die alternativen Reduktionen in Sackgassen, d.h. nicht zu Rechtssatzformen
führen. ⊓⊔

Keller Eingabe fehlerhafte alternative Aktionen

Id ∗ Id

Id ∗ Id

F ∗ Id Lesen von∗ verpasst gebotene Reduktion

T ∗ Id Reduktion vonT zuE führt in eine Sackgasse

T ∗ Id

T ∗ Id

T ∗ F Reduktion vonF zuT führt in eine Sackgasse

T

E

S

Tabelle 3.5. Eine erfolgreiche Analyse des SatzesId ∗ Id mit möglichen Sackgassen.

Bottom-up-Parser konstruieren den Syntaxbaum vonunten nach oben. Sie beginnen bei dem Blattwort
des Syntaxbaums, dem Eingabewort. Sie konstruieren für immer größere Teile der gelesenen Eingabe
Unterbäume des Syntaxbaums, indem sie bei der Reduktion miteiner ProduktionX → α die Teilbäu-
me für die rechte Seiteα unter dem neuen NichtterminalknotenX zusammenhängen. Die Analyse ist
erfolgreich, wenn ein Syntaxbaum für die gesamte Eingabe konstruiert wurde, dessen Wurzelknoten
mit dem Startsymbol der Grammatik markiert ist.

Abbildung 3.16 zeigt zwei Schnappschüsse des schrittweisen Aufbau des Syntaxbaums zur Ablei-
tung aus Tabelle 3.5. Der Baum links versammelt alle Knoten,die nach Lesen des SymbolsId aufgebaut
werden können. Die Folge der drei Bäume in der Mitte repräsentiert den Zustand, bevor der GriffT ∗ F
reduziert wird, während rechts der vollständige Syntaxbaum abgebildet ist.

3.4.2 LR(k)-Analysatoren

In diesem Abschnitt wird das mächtigste deterministischbottom-up-arbeitende Syntaxanalyseverfahren
behandelt, dieLR(k)-Analyse. Der Buchstabe stehtL dafür, dass die Analysatoren dieser Klasse ihre
Eingabe von links nach rechts lesen, undR kennzeichnet sie als Rechtsparser;k gibt an, wieviele
Symbole sie in der Eingabe vorausschauen dürfen, um Entscheidungen zu treffen.

Wir gehen wieder von dem Item-KellerautomatenKG für eine kontextfreie GrammatikG aus und
bauen ihn zu einemshift-reduce-Parser um. Bei dertop-down-Analyse wurden aus der Grammatik Vor-
ausschauworte berechnet, die für dieExpansionsübergängevonKG eine eindeutige Auswahl der zu
wählenden Alternative gestatten.LR(k)-Analysatoren verfolgen stattdessenalle Möglichkeiten zu ex-
pandieren oder zu lesenparallel. Eine Entscheidung muss getroffen werden, wenn eine der verfolgten
Möglichkeiten mit einem Reduktionsübergang fortgesetzt werden kann. Gibt es unterschiedliche Pro-
duktionen, für die eine Reduktion möglich ist, oder ist gleichzeitig auch ein Leseübergang möglich,
werden zur Lösung dieses Konflikts die nächstenk Symbole betrachtet.
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Id∗

Id

F

T ∗

Id

F

Id

F

T ∗

Id

F

E

S

Id

F

T

T

Abb. 3.16.Teilweiser Aufbau des Syntaxbaums nach Lesen des ersten SymbolsId mit verbleibender Eingabe, vor
der Reduktion des GriffsT ∗ F sowie der vollständige Syntaxbaum.

In diesem Abschnitt wird zuerst einLR(0)-Analysator entwickelt, der noch keine Vorausschau
berücksichtigt. In Abschnitt 3.4.3 wird dann derkanonischeLR(k)-Parser vorgestellt. In Abschnitt
3.4.3 werden schwächere, aber für die Praxis oft ausreichend starke Varianten derLR(k)-Analyse ein-
geführt. Zum Abschluss wird in Abschnitt 3.4.4 ein Verfahren zur Fehlerbehandlung für dieLR(k)-
Analysemethode beschrieben. Beachten Sie, dass bei allen gegebenen kontextfreien Grammatiken im-
mer angenommen wird, dass sie um unproduktive und unerreichbare Nichtterminale reduziert und um
ein neues Startsymbol erweitert sind.

Der charakteristische endliche Automat zu einer kontextfreien Grammatik

Unser Ziel ist ein Kellerautomat, der mögliche Expansions-und Leseübergängedes Item-Kellerautomaten
parallel verfolgt und sich erst bei einer Reduktion festlegt, welche Regel im letzten Schritt angewendet
wurde. Zu einer reduzierten erweiterten kontextfreien GrammatikG definieren wir deshalb dencharak-
teristischenendlichen Automatenchar(G). Die Zustände des charakteristischen Automatenchar(G)
sind die Items[A → α.β] der GrammatikG, d.h. die Menge der Zustände des Item-Kellerautomaten
KG. Der Automatchar(G) soll genau dann in den Zustand[X → α.β] übergehen, wenn der Item-
Kellerautomat einen Kellerρ erreichen kann, dessenGeschichtemit dem gelesenen Wort des charak-
teristischen Automaten übereinstimmt. Der charakteristische Automat liest also die Konkatenation der
bereits abgearbeiteten Präfixe von Produktionen ein, derenAbarbeitung im Item-Kellerautomaten zu
dem aktuellen Item führten. Weil diese Präfixe von Produktionen sowohl Terminal- wie Nichttermi-
nalsymbole enthalten, ist die Menge der Eingabesymbole vonchar(G) gegeben durchVT ∪ VN . Der
Anfangszustand des charakteristischen Automaten stimmt mit dem Start-Item[S′ → .S] des Item-
KellerautomatenKG überein. Die Endzustände des charakteristischen Automaten sind die vollständi-
gen Items[X → α.]. Ein solcher Endzustand signalisiert, dass das gelesene Wort einem Kellerinhalt
des Item-Kellerautomaten entspricht, in dem eine Reduktion mit der ProduktionA → α durchgeführt
werden kann. Die Übergangsrelation∆ des charakteristischen Automaten besteht aus den Übergängen:

([X → α.Y β], ε, [Y → .γ]) für X → αY β ∈ P, Y → γ ∈ P

([X → α.Y β], Y, [X → αY.β]) für X → αY β ∈ P, Y ∈ VN ∪ VT

Das Lesen eines Terminalsymbolsa entspricht einemshift-Übergang des Item-Kellerautomaten unter
a. Die ε-Übergänge entsprechen den Expansionsübergängen, während das Lesen eines Nichttermi-
nalsymbols dem Fortschalten des Punkts nach einem Reduktionsübergang des Item-Kellerautomaten
entspricht.

Beispiel 3.4.2SeiG0 wieder die Grammatik für arithmetische Ausdrücke mit den Produktionen
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S → E

E → E + T | T

T → T ∗ F | F

F → (E) | Id

Den charakteristischen endlichen Automaten zu der Grammatik G0 zeigt Abbildung 3.17. ⊓⊔

E

[T → F.]

T

F

( E

∗

+E

T

T

F

)
[F → .(E)] [F → (.E)] [F → (E.)] [F → (E).]

Id

[T → .F ]

[E → .T ]

[S → .E] [S → E.]

[E → T.]

[T → .T ∗ F ]

[E → .E + T ] [E → E.+ T ] [E → E + .T ]

[F → Id.][F → .Id]

[T → T. ∗ F ] [T → T ∗ .F ] [T → T ∗ F.]

[E → E + T.]

Abb. 3.17. Der charakteristische endliche Automatchar(G0) für die GrammatikG0.

Das genaue Verhältnis zwischen dem charakteristischen endlichen Automaten und dem Item-Keller-
automaten klärt der folgende Satz:

Satz 3.4.1SeiG eine erweiterte reduzierte kontextfreie Grammatik undγ ∈ (VT ∪ VN )∗. Die folgen-
den drei Aussagen sind äquivalent:

1. Es gibt eine Berechnung([S′ → .S], γ) ⊢
∗

char(G)
([A → α.β], ε) des charakteristischen Automaten

char(G).
2. Es gibt eine Berechnung(ρ [A → α.β], w) ⊢

∗

KG
([S′ → S.], ε) des Item-KellerautomatenKG, so

dassγ = hist(ρ) α gilt.
3. Es gibt eine RechtsableitungS′ ∗

=⇒
rm

γ′Aw =⇒
rm

γ′αβw mit γ = γ′α. ⊓⊔

Die Äquivalenz der Aussagen (1) und (2) besagt, dass die Wörter, die zu einem Item im charakte-
ristischen endlichen Automaten zuG führen, genau den Geschichten von Kellerinhalten des Item-
Kellerautomaten zuG entsprechen, deren oberstes Kellersymbol dieses Item ist,von denen aus bei
Vorliegen einer geeigneten Eingabew der Endzustand des Item-Kellerautomaten erreicht werden kann.
Die Äquivalenz der Aussagen (2) und (3) besagt, dass eine akzeptierende Berechnung des Item-
Kellerautomaten für ein Eingabewortw, die mit einem bestimmten Kellerinhaltρ beginnt, einer Rechts-
ableitung entspricht, die zu einer Satzformαw führt, wobeiα die Geschichte des Kellerinhaltsρ ist.

Bevor wir den Satz 3.4.1 beweisen, führen wir die folgende Sprechweise ein. Für eine Rechtsablei-
tungS′ ∗

=⇒
rm

γ′Av =⇒
rm

γαv und eine ProduktionA → α nennen wirα denGriff der Rechtssatzform

γαv. Ist die rechte Seiteα = α′β, dann heißt das Präfixγ = γ′α′ ein zuverlässiges PräfixvonG für
das Item[A → α′.β]. Das Item[A → α.β] ist gültig für γ. Satz 3.4.1 besagt also, dass die Menge der



3.4 Bottom-up-Syntaxanalyse 91

Wörter, mit denen der charakteristische Automat ein Item[A → α′.β] erreicht, gerade die Menge der
zuverlässigen Präfixe für dieses Item ist.

Beispiel 3.4.3Für die GrammatikG0 haben wir:

Rechtssatzform Griff zuverlässige Präfixe Begründung

E + F F E, E +, E + F S =⇒
rm

E =⇒
rm

E + T =⇒
rm

E + F

T ∗ Id Id T, T ∗, T ∗ Id S
3

=⇒
rm

T ∗ F =⇒
rm

T ∗ Id

⊓⊔

In einer eindeutigen Grammatik ist der Griff einer Rechtssatzform das eindeutig bestimmte Teilwort,
welches derbottom-up-Analysator im nächsten Reduktionsschritt durch ein Nichtterminal ersetzen
muss, um zu einer Rechtsableitung zu kommen.

Beispiel 3.4.4Wir geben zwei zuverlässige Präfixe vonG0 und einige für sie gültige Items an.

zuverlässiges Präfix gültiges Item Begründung

E + [E → E + .T ] S =⇒
rm

E =⇒
rm

E + T

[T → .F ] S
∗

=⇒
rm

E + T =⇒
rm

E + F

[F → .Id] S
∗

=⇒
rm

E + F =⇒
rm

E + Id

(E + ( [F → (.E)] S
∗

=⇒
rm

(E + F ) =⇒
rm

(E + (E))

[T → .F ] S
∗

=⇒
rm

(E + (.T ) =⇒
rm

(E + (F ))

[F → .Id] S
∗

=⇒
rm

(E + (F ) =⇒
rm

(E + (Id))

⊓⊔

Ist beim Versuch, eine Rechtsableitung für einen Satz zu erstellen, das bisher gelesene Präfixu des
Satzes zu einem zuverlässigen Präfixγ reduziert worden, dann beschreibt jedes fürγ gültige Item
[X → α.β] eine mögliche Interpretation der Analysesituation. Es gibt also eine Rechtsableitung, in der
γ Präfix einer Rechtssatzform undX → αβ eine der möglichen gerade bearbeiteten Produktionen ist.
Alle solchen Produktionen sind Kandidaten für spätere Reduktionen.

Betrachten wir die RechtsableitungS′ ∗
=⇒
rm

γAw =⇒
rm

γαβw. Da sie als Rechtsableitung fortge-

setzt werden soll, muss eine Reihe von Schritten folgen, dieβ zu einem Terminalwortv ablei-
tet, darauf eine Reihe von Schritten, dieα zu einem Terminalwortu ableitet. Insgesamt ergibt sich
S′ ∗

=⇒
rm

γAw =⇒
rm

γαβw
∗

=⇒
rm

γαvw
∗

=⇒
rm

γuvw
∗

=⇒
rm

xuvw. Jetzt betrachten wir diese Rechtsableitung

in Reduktionsrichtung, d.h. in der Richtung, in welcher derbottom-up-Parser sie aufbaut. Es wird erst
in einer Reihe von Schrittenx zu γ reduziert, dannu zuα, dannv zu β. Das gültige Item[A→ α.β]
für das zuverlässige Präfixγα beschreibt die Analysesituation, in welcher die Reduktionvon u nach
α bereits geschehen ist, während die Reduktion vonv nachβ noch nicht begonnen hat. Ein mögliches
Fernziel in dieser Situation ist die Anwendung der ProduktionX → αβ.

Wir kommen zu der Frage zurück, welche Sprache der charakteristische endliche Automat vonKG

akzeptiert. Satz 3.4.1 besagt, dass er unter einem zuverlässigen Präfix in einen Zustand übergeht, der ein
gültiges Item für dieses Präfix ist. Endzustände, d.h. vollständige Items, sind nur gültig für zuverlässige
Präfixe, an deren Ende eine Reduktion möglich ist.

Beweis von Satz 3.4.1. Wir führen einen Ringschluss(1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (1) durch. Nehmen
wir zuerst an, dass([S′ → .S], γ) ⊢

∗

char(G)
([A → α.β], ε) gilt. Mit Induktion nach der Anzahln der

ε-Übergänge konstruieren wir eine RechtsableitungS′ rm
=⇒
∗
γAw

rm
=⇒ γαβw.

Ist n = 0, dann istγ = ε und [A → α.β] = [S′ → .S]. DaS′ rm
=⇒
∗
S′ gilt, ist die Behauptung in

diesem Fall erfüllt. Istn > 0, betrachten wir den letztenε-Übergang. Dann lässt sich die Berechnung
des charakteristischen Automaten zerlegen in:

([S′ → .S], γ) ⊢
∗

char(G)
([X → α′.Aβ′], ε) ⊢

char(G)
([A→ .αβ], α) ⊢

∗

char(G)
([A→ α.β], ε)
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wobeiγ = γ′α. Nach Induktionsannahme gibt es eine RechtsableitungS′ rm
=⇒
∗
γ′′Xw′ rm

=⇒ γ′′α′Aβ′w′

mit γ′ = γ′′α′. Da die GrammatikG reduziert ist, gibt es ebenfalls eine Rechtsableitungβ′ rm
=⇒
∗
v.

Deshalb haben wir:
S′ rm

=⇒
∗
γ′Avw′ rm

=⇒ γ′αβw

mit w = vw′. Damit ist die Richtung(1)⇒ (2) bewiesen.
Nehmen wir an, wir hätten eine RechtsableitungS′ rm

=⇒
∗
γ′Aw

rm
=⇒ γ′αβw. Diese Ableitung lässt

sich zerlegen in:

S′ rm
=⇒ α1X1β1

rm
=⇒
∗
α1X1v1

rm
=⇒
∗

. . .
rm
=⇒
∗

(α1 . . . αn)Xn(vn . . . v1)
rm
=⇒ (α1 . . . αn)αβ(vn . . . v1)

für Xn = A. Mit Induktion nachn folgt, dass(ρ, vw) ⊢
∗

KG
([S′ → S.], ε) gilt für

ρ = [S′ → α1.X1β1] . . . [Xn−1 → αn.Xnβn]

w = vvn . . . v1

sofernβ ∗
=⇒
rm

v, α1 = β1 = ε undX1 = S. Damit ergibt sich der Schluss(2)⇒ (3).

Für den letzten Schluss betrachten wir einen Kellerinhaltρ = ρ′ [A→ α.β] mit (ρ, w) ⊢
∗

KG
([S′ →

S.], ε). Zuerst überzeugen wir uns mit Induktion nach der Anzahl derÜbergänge in einer solchen Be-
rechnung, dassρ′ notwendigerweise von der Form:

ρ′ = [S′ → α1.X1β1] . . . [Xn−1 → αn.Xnβn]

ist für einn ≥ 0 undXn = A. Mit Induktion nachn folgt aber, dass([S′ → .S], γ) ⊢
∗

char(G)
([A →

α.β], ε) gilt für γ = α1 . . . αnα. Daγ = hist(ρ), gilt auch die Behauptung (1). Damit ist der Beweis
vollständig. ⊓⊔

Der kanonischeLR(0)-Automat

In Kapitel 2 wurde ein Verfahren vorgestellt, welches aus einem nichtdeterministischen endlichen Au-
tomaten einen äquivalenten deterministischen endlichen Automaten erzeugt. Dieser deterministische
endliche Automat verfolgt alle Pfade parallel, die der nichtdeterministische für eine Eingabe durchlau-
fen könnte. Seine Zustände sind Mengen von Zuständen des nichtdeterministischen Automaten. Diese
Teilmengenkonstruktion wird jetzt auf den charakteristischen endlichen Automatenchar(G) einer kon-
textfreien GrammatikG angewendet. Den deterministischen endlichen Automaten, der sich so ergibt,
nennen wir denkanonischenLR(0)-Automaten fürG und bezeichnen ihn mitLR0(G).

Beispiel 3.4.5DerLR(0)-Automat für die kontextfreie GrammatikG0 aus Beispiel 3.2.2 auf Seite 41
ergibt sich durch Anwendung der Teilmengenkonstruktion auf den charakteristischen endlichen Auto-
matenchar(G0) aus Abbildung 3.17 auf Seite 90. Ihn zeigt Abbildung 3.18 aufSeite 93. Seine Zustände
sind gegeben durch:
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S0 = { [S → .E],

[E → .E + T ],

[E → .T ],

[T → .T ∗ F ],

[T → .F ],

[F → .(E)],

[F → .Id] }

S1 = { [S → E.],

[E → E.+ T ] }

S2 = { [E → T.],

[T → T. ∗ F ] }

S3 = { [T → F.] }

S4 = { [F → (.E)],

[E → .E + T ],

[E → .T ],

[T → .T ∗ F ]

[T → .F ]

[F → .(E)]

[F → .Id] }

S5 = { [F → Id.] }

S6 = { [E → E + .T ],

[T → .T ∗ F ],

[T → .F ],

[F → .(E)],

[F → .Id] }

S7 = { [T → T ∗ .F ],

[F → .(E)],

[F → .Id] }

S8 = { [F → (E.)],

[E → E.+ T ] }

S9 = { [E → E + T.],

[T → T. ∗ F ] }

S10 = { [T → T ∗ F.]}

S11 = { [F → (E).] }

S12 = ∅

⊓⊔

S10S7S2

S4 S11S8

S9S6

S3

S5

S1

S0

T

F

Id

)

(

∗ F

∗

+ T

E
F

+
( IdId

T

(

F

E

Id

(

Abb. 3.18. Das Übergangsdiagramm desLR(0)-Automaten für die GrammatikG0, der sich aus dem charakte-
ristischen Automatenchar(G0) in Abbildung 3.17 ergibt. Der FehlerzustandS12 = ∅ und alle Übergänge in den
Fehlerzustand wurden weggelassen.

Der kanonischeLR(0)-AutomatLR0(G) zu einer kontextfreien GrammatikG hat einige interessante
Eigenschaften. SeiLR0(G) = (QG, VT ∪ VN , ∆G, qG,0, FG) und∆∗

G : QG × (VT ∪ VN )∗ → QG die
Fortsetzung der Übergangsfunktion∆G von Symbolen auf Wörter. Dann gilt:

1. ∆∗
G(qG,0, γ) ist die Menge aller Items ausIG, für dieγ ein zuverlässiges Präfix ist.

2. L(LR0(G)) ist die Menge aller zuverlässigen Präfixe für vollständige Items[A→ α.] ∈ IG.

Zuverlässige Präfixe sind Präfixe von Rechtssatzformen, wiesie während der Reduktion eines Eingabe-
wortes auftreten. Wenn in ihnen eine Reduktion möglich ist,die wieder zu einer Rechtssatzform führt,
dann kann dies nur am äußersten rechten Ende passieren. Ein für ein zuverlässiges Präfix gültiges Item
beschreibt eine mögliche Sicht der aktuellen Analysesituation.

Beispiel 3.4.6E + F ist ein zuverlässiges Präfix für die GrammatikG0. Der Zustand∆∗
G0

(S0, E +
F ) = S3 wird auch durch die folgenden zuverlässigen Präfixe erreicht:
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F , (F , ((F , (((F , . . .

T ∗ (F , T ∗ ((F , T ∗ (((F , . . .

E + F , E + (F , E + ((F , . . .

Der ZustandS6 in dem kanonischenLR(0)-Automaten zuG0 enthält alle gültigen Items für das zu-
verlässige PräfixE+, nämlich die Items:

[E → E + .T ], [T → .T ∗ F ], [T → .F ], [F → .Id], [F → .(E)].

Denn E+ ist Präfix der RechtssatzformE + T :

S =⇒
rm

E =⇒
rm

E + T =⇒
rm

E + F =⇒
rm

E + Id

↑ ↑ ↑

Gültig sind z.B. [E → E + .T ] [T → .F ] [F → .Id]
⊓⊔

Der kanonischeLR(0)-AutomatLR0(G) zu einer kontextfreien GrammatikG ist ein deterministi-
scher endlicher Automat, der die zuverlässigen Präfixe zu vollständigen Items akzeptiert. Weil er so
Reduktionsstellen identifiziert, bietet er sich für die Konstruktion eines Rechtsparsers an. Anstelle von
Items (wie der Item-Kellerautomat) kellert dieser Parser Zustände des kanonischenLR(0)-Automaten,
alsoMengenvon Items. Den zugrunde liegenden KellerautomatenK0 definieren wir durch das Tupel
K0 = (QG ∪ {f}, VT , ∆0, qG,0, {f}). Die Menge der Zustände ist gegeben durch die MengeQG der
Zustände des kanonischenLR(0)-AutomatenLR0(G), erweitert um einen neuen Zustandf ; der An-
fangszustand vonK0 ist gleich dem AnfangszustandqG,0 von LR0(G); der Endzustand ist gegeben
durch den neuen Zustandf . Die Übergangsrelation∆0 besteht aus den folgenden Übergängen:

Lesen: (q, a, q δG(q, a)) ∈ ∆0, falls δG(q, a) 6= ∅ ist. In diesem Übergang werden das nächste Ein-
gabesymbola gelesen und der Nachfolgezustand vonq untera gekellert. Er ist nur dann möglich,
wenn mindestens ein Item der Form[X → α.aβ] in q vorhanden ist.

Reduzieren:(qq1 . . . qn, ε, q δG(q,X)) ∈ ∆, falls [X → α.] ∈ qn gilt mit |α| = n. Das vollstän-
dige Item [X → α.] im obersten Kellereintrag signalisiert eine mögliche Reduktion. Daraufhin
werden soviele Einträge aus dem Keller entfernt, wie die rechte Seite lang ist. Danach wird derX-
Nachfolger des neuen obersten Kellereintrags gekellert. In Abbildung 3.19 wird ein Ausschnitt aus
dem Übergangsdiagramm einesLR0(G) gezeigt, der diese Situation widerspiegelt. Demα-Weg
im Übergangsdiagramm entsprechen|α| Einträge oben auf dem Keller. Diese Einträge werden bei
der Reduktion entfernt. Der darunterliegende neue obersteZustand hat einen Übergang unterX ,
der jetzt durchlaufen wird.

Abschließen:(qG,0 q, ε, f) falls [S′ → S.] ∈ q. Dieser Übergang ist der Reduktionsübergang zu der
ProduktionS′ → S. Die Eigenschaft[S′ → S.] ∈ q signalisiert, dass ein Satz erfolgreich auf das
Startsymbol reduziert wurde. Der Abschlussübergang leertden Keller und ersetzt ihn durch den
Endzustandf .

Der Sonderfall[X → . ] verdient Beachtung. Nach unserer Darstellung sind bei einer Reduktion|ε| = 0
oberste Kellereinträge zu entfernen, und aus dem neuen (wiealten) aktuellen Zustandq ein Übergang
unterX vorzunehmen und den Zustand∆G(q,X) zu kellern. Durch diesen Reduktionsübergangver-
längertsich also der Keller.

Die Konstruktion vonLR0(G) garantiert, dass es zu jedem seiner Zuständeq, die verschieden
von Start- und Fehlerzustand sind, jeweils genau ein Eingangssymbol gibt, mit dem der Automat inq
übergehen kann. Deshalb entspricht einem Kellerinhaltq0, . . . , qn mit q0 = qG,0 eindeutig ein Wort
α = X1 . . . Xn ∈ (VT ∪ VN )∗, für das∆G(qi, Xi+1) = qi+1 gilt. Dieses Wortα ist ein zuverlässiges
Präfix, undqn ist die Menge aller fürα gültigen Items.

Der KellerautomatK0, den wir gerade konstruiert haben, ist jedoch nicht notwendigerweise deter-
ministisch. Es gibt zwei Arten von Konflikten, die Nichtdeterminismus verursachen:

shift-reduce–Konflikt:ein Zustandq erlaubt sowohl einen Leseübergang unter einem Symbola ∈ VT

als auch einen Reduktions- bzw. Abschlussübergang, und
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X

· · ·

[· · · → · · · .X · · · ]

[X → .α]

[· · · → · · ·X. · · · ]

[X → α.]

α

· · ·

· · ·

Abb. 3.19. Ausschnitt aus dem Übergangsdiagramm eines kanonischenLR(0)-Automaten.

reduce-reduce–Konflikt:ein Zustandq erlaubt Reduktions- bzw. Abschlussübergänge gemäß zweier
verschiedener Produktionen.

Im ersten Fall enthält der aktuelle Zustand mindestens ein Item [X → α.aβ] und mindestens ein voll-
ständiges Item[Y → γ.]; im zweiten Fall enthältq zwei verschiedene vollständige Items[Y → α.],
[Z → β.]. Einen Zustandq desLR(0)-Automaten mit einer dieser Eigenschaften nennen wir auch
LR(0)-ungeeignet. Andernfalls nennen wirq LR(0)-geeignet. Es gilt:

Lemma 3.4.Für einenLR(0)-geeignetenZustandq gibt es drei Möglichkeiten:

1. Der Zustandq enthält kein vollständiges Item.
2. Der Zustandq besteht aus genau einem vollständigen Item[A→ α.];
3. Der Zustandq enthält genau ein vollständiges Item[A → . ], und alle unvollständigen Items inq

sind von der Form[X → α.Y β], wobei alle Rechtsableitungen fürY , die zu einem terminalen
Wort führen, von der Form:

Y
∗

=⇒
rm

Aw =⇒
rm

w

sind für einw ∈ V ∗
T . ⊓⊔

Ungeeignete Zustände des kanonischenLR(0)-Automaten machen den KellerautomatenK0 nichtde-
terministisch. Deterministische Parser erhalten wir, indem eine Vorausschau in die restliche Eingabe
eingesetzt wird, um die richtige Aktion in ungeeigneten Zuständen auswählen.

Beispiel 3.4.7Die ZuständeS1, S2 undS9 des kanonischenLR(0)-Automat in Abbildung 3.18 sind
LR(0)-ungeeignet. Im ZustandS1 kann die rechte SeiteE zu der linken SeiteS reduziert (vollständiges
Item [S → E.]) oder das Terminalsymbol+ in der Eingabe gelesen werden (Item[E → E. + T ]). Im
ZustandS2 kann die rechte SeiteT zu der linken SeiteE reduzier (vollständiges Item[E → T.]) oder
das Terminalsymbol∗ gelesen werden (Item[T → T. ∗F ]). Im ZustandS9 schließlich kann der Parser
die rechte SeiteE + T zuE reduzieren (vollständiges Item[E → E + T.]) oder das Terminalsymbol
∗ lesen (Item[T → T. ∗ F ]). ⊓⊔

Direkte Konstruktion des kanonischenLR(0)-Automaten

Der kanonischeLR(0)-AutomatLR0(G) zu einer kontextfreien GrammatikG muss nicht über den
Umweg der Konstruktion des charakteristischen endlichen Automatenchar(G) und die Teilmengen-
konstruktion erstellt werden. Er lässt sich auch direkt ausG konstruieren. Als Hilfsfunktion benö-
tigen wir dazu die Funktion∆G,ε, die zu einer Mengeq von Items alle Items hinzufügt, die durch
ε-Übergänge des charakteristischen Automaten erreichbar sind. Die Menge∆G,ε(q) ist deshalb die
kleinste Lösung der Gleichung:

I = q ∪ {[A→ .γ] | ∃X → αAβ ∈ P : [X → α.Aβ] ∈ I}
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In Anlehnung an die Funktionclosure() der Teilmengenkonstruktion können wir sie deshalb berechnen
durch:

set〈item〉 closure(set〈item〉 q) {

set〈item〉 result ← q;

list〈item〉 W ← list_of(q);

symbol X ; string〈symbol 〉 α;

while (W 6= []) {

item i← hd(W ); W ← tl(W );

switch (i) {

case [_→ _ .X _] : forall (α : (X → α) ∈ P )

if ([X → .α] 6∈ result) {

result ← result ∪ {[X → .α]};

W ← [X → .α] ::W ;

}

default : break;

}

}

return result ;

}

wobeiV die Menge aller SymboleV = VT∪VN bezeichnet. Die MengeQG der Zustände und die Über-
gangsrelation∆G berechnen wir, indem wir zuerst den AnfangszustandqG,0 = ∆G,ε({[S′ → .S]})
konstruieren und so lange Nachfolgezustände und Übergängehinzufügen, bis alle Nachfolgezustände
bereits in der Menge der gefundenen Zustände enthalten sind. Zur Implementierung spezialisieren wir
die HilfsfunktionnextState() der Teilmengenkonstruktion:

set〈item〉 nextState(set〈item〉 q, symbol X) {

set〈item〉 q′ ← ∅;

nonterminal A; string〈symbol 〉 α, β;

forall (A,α, β : ([A→ α.Xβ] ∈ q))

q′ ← q′ ∪ {[A→ αX.β]};

return closure(q′);

}

Wie bei der Teilmengenkonstruktion kann die Menge aller Zuständestatesund die Menge aller Über-
gängetrans iterativ berechnet werden durch:
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list〈set〈item〉〉 W ;

set〈item〉 q0 ← closure({[S′ → .S]});

states ← {q0}; W ← [q0];

trans ← ∅;

set〈item〉 q, q′;

while (W 6= []) {

q ← hd(W ); W ← tl(W );

forall (symbol X) {

q′ ← nextState(q,X);

trans ← trans ∪ {(q,X, q′)};

if (q′ 6∈ states) {

states ← states ∪ {q′};

W ← q′ ::W ;

}

}

}

3.4.3 LR(k): Definition, Eigenschaften, Beispiele

SeiS′ = α0 =⇒
rm

α1 =⇒
rm

α2 · · · =⇒
rm

αm = v eine Rechtsableitung zu einer kontextfreien Grammatik

G. Wir nennenG eineLR(k)-Grammatik, wenn in jeder solchen Rechtsableitung und jeder darin
auftretenden Rechtssatzformαi

• der Griff lokalisiert werden kann, und
• die anzuwendende Produktion bestimmt werden kann,

indem manαi von links bis höchstensk Symbole hinter dem Griff betrachtet. In einerLR(k)-
Grammatik ist also die Aufteilung vonαi in γβw und die Bestimmung vonX → β, so dassαi−1 =
γXw ist, eindeutig durchγβ undw|k bestimmt. Formal nennen wirG deshalb eineLR(k)-Grammatik,
wenn aus

S′ ∗
=⇒
rm

αXw =⇒
rm

αβw und

S′ ∗
=⇒
rm

γY x=⇒
rm

αβy und

w|k = y|k folgt, dass α = γ ∧X = Y ∧ x = y.

Beispiel 3.4.8SeiG die Grammatik mit den Produktionen:

S → A | B A→ aAb | 0 B → aBbb | 1

Dann istL(G) = {an0bn | n ≥ 0} ∪ {an1b2n | n ≥ 0}. Wir wissen schon, dassG für keink ≥ 1 eine
LL(k)-Grammatik ist. Die GrammatikG ist jedoch eineLR(0)-Grammatik.

Die Rechtssatzformen vonG haben die Formen

S, A, B, anaAbbn, anaBbbb2n, ana0bbn, ana1bbb2n

für n ≥ 0. Dabei wurde der Griff jeweils unterstrichen. Nur im Falle der RechtssatzformenanaAbbn

und anaBbbb2n gibt es jeweils zwei verschiedene mögliche Reduktionen. Man könnteanaAbbn zu
anAbn und zuanaSbbn reduzieren. Die erste gehört zu der Rechtsableitung

S
∗

=⇒
rm

anAbn =⇒
rm

anaAbbn

die zweite gehört zu keiner Rechtsableitung. Aus dem Präfixan vonanAbn ergibt sich eindeutig, obA
Griff ist, nämlich im Falln = 0, oder obaAb Griff ist, nämlich im Falln > 0. Die Rechtssatzformen
anBb2n werden analog behandelt.⊓⊔
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Beispiel 3.4.9Die GrammatikG1 mit den Produktionen

S → aAc A→ Abb | b

und der SpracheL(G1) = {ab2n+1c | n ≥ 0} ist eineLR(0)-Grammatik. In einer Rechtssatzform
aAbbb2nc gibt es nur die Reduktion zuaAb2nc als Teil einer Rechtsableitung. Der PräfixaAbb be-
stimmt dies eindeutig. Für die Rechtssatzformabb2nc ist b der Griff, und der Präfixab bestimmt dies
eindeutig. ⊓⊔

Beispiel 3.4.10Die GrammatikG2 mit den Produktionen

S → aAc A→ bbA | b

mit der SpracheL(G2) = L(G1) ist eineLR(1)-Grammatik. Die kritischen Rechtssatzformen haben
die Formabnw. Falls1 : w = b, so liegt der Griff inw; falls 1 : w = c, so bildet das letzteb in bn den
Griff. ⊓⊔

Beispiel 3.4.11Die GrammatikG3 mit den Produktionen

S → aAc A→ bAb | b

und mitL(G3) = L(G1) ist keineLR(k)-Grammatik für irgendeink ≥ 0. Denn seik beliebig, aber
fest gewählt. Man betrachte die zwei Rechtsableitungen

S
∗

=⇒
rm

abnAbnc=⇒
rm

abnbbnc

S
∗

=⇒
rm

abn+1Abn+1c=⇒
rm

abn+1bbn+1c

mit n ≥ k. Hier sind mit den Bezeichnungen aus der Definition einerLR(k)-Grammatik:α = abn, β =
b, γ = abn+1, w = bnc, y = bn+2c. Dabei istw|k = y|k = bk. Ausα 6= γ folgt, dassG3 keineLR(k)-
Grammatik sein kann.⊓⊔

Der folgende Satz stellt eine Beziehung zwischen der Definition einerLR(0)-Grammatik und den
Eigenschaften des kanonischenLR(0)-Automaten her.

Satz 3.4.2Eine kontextfreie GrammatikG ist genau dann eineLR(0)-Grammatik, wenn der kanoni-
scheLR(0)-Automat zuG keineLR(0)-ungeeigneten Zustände hat.

Beweis: ” ⇒ ” SeiG eineLR(0)-Grammatik, und nehmen wir an, der kanonischeLR(0)-Automat
LR0(G) habe einen einenLR(0)-ungeeigneten Zustandp.

Fall 1: Der Zustandp hat einenreduce-reduce-Konflikt, d.h. p enthält zwei verschiedene Items
[X → β.], [Y → δ.]. Dem Zustandp zugeordnet ist eine nichtleere Menge von zuverlässigen Präfixen.
Seiγ = γ′β ein solches zuverlässiges Präfix. Weil beide Items gültig für γ sind, gibt es Rechtsablei-
tungen

S′ ∗
=⇒
rm

γ′Xw =⇒
rm

γ′βw und

S′ ∗
=⇒
rm

νY y =⇒
rm

νδy mit νδ = γ′β = γ

Das ist aber ein Widerspruch zurLR(0)-Eigenschaft.

Fall 2: Zustandp hat einenshift-reduce-Konflikt, d.h.p enthält Items[X → β.] und[Y → δ.aα]. Sei
γ ein zuverlässiges Präfix für beide Item Weil beide Items gültig für γ sind, gibt es Rechtsableitungen

S′ ∗
=⇒
rm

γ′Xw =⇒
rm

γ′βw und

S′ ∗
=⇒
rm

νY y =⇒
rm

νδaαy mit νδ = γ′β = γ

Ist β′ ∈ V ∗
T , erhalten wir sofort einen Widerspruch. Andernfalls gibt es eine Rechtsableitung
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α
∗

=⇒
rm

v1Xv3 =⇒
rm

v1v2v3

Weil y 6= av1v2v3y gilt, ist dieLR(0)-Eigenschaft verletzt.

” ⇐ ” Nehmen wir an, der kanonischeLR(0)-AutomatLR0(G) habe keineLR(0)-ungeeigneten
Zustände. Betrachten wir die zwei Rechtsableitungen:

S′ ∗
=⇒
rm

αXw =⇒
rm

αβw

S′ ∗
=⇒
rm

γY x=⇒
rm

αβy

Zu zeigen ist, dassα = γ, X = Y, x = y gelten. Seip der Zustand des kanonischenLR(0)-
Automaten nach Lesen vonαβ. Dann enthältp alle fürαβ gültigen Items. Nach Voraussetzung istp
LR(0)-geeignet. Wir unterscheiden zwei Fälle:

Fall 1: β 6= ε. Wegen Lemma 3.4 istp = {[X → β.]}, d.h.[X → β.] ist das einzige gültige Item für
αβ. Daraus folgt, dassα = γ, X = Y undx = y sein muss.

Fall 2: β = ε. Nehmen wir an, die zweite Rechtsableitung widerspreche der LR(0)-Bedingung.
Dann gibt es ein weiteres Item[X → δ.Y ′η] ∈ p, so dassα = α′δ ist. Die letzte Anwendung einer Pro-
duktion in der unteren Rechtsableitung ist die letzte Anwendung einer Produktion in einer terminalen
Rechtsableitung fürY ′. Nach Lemma 3.4 folgt daraus, dass die untere Ableitung gegeben ist durch:

S′ ∗
=⇒
rm

α′δY ′w
∗

=⇒
rm

α′δXvw =⇒
rm

α′δvw

wobeiy = vw ist. Damit giltα = α′δ = γ, Y = X undx = vw = y – im Widerspruch zu unserer
Annahme. ⊓⊔

Fassen wir zusammen. Ausgehend von einer kontextfreien GrammatikG können wir den kanonischen
LR(0)-AutomatenLR0(G) konstruieren: entweder direkt oder auf dem Umweg über den charakteri-
stischen endlichen Automatenchar(G). Mit Hilfe des deterministischen endlichen AutomatenLR0(G)
können wir einen KellerautomatenK0 konstruieren. Der KellerautomatK0 ist deterministisch, wenn
LR0(G) keineLR(0)-ungeeigneten Zustände enthält. Satz 3.4.2 besagt, dass dies genau dann der Fall
ist, wenn die GrammatikG eineLR(0)-Grammatik ist. Damit haben wir ein Verfahren zur Generierung
eines Parsers fürLR(0)-Grammatiken.

In der Praxis kommenLR(0)-Grammatiken jedoch nicht sehr häufig vor. Oft muss eine Voraus-
schau der Längek > 0 eingesetzt werden, um zwischen unterschiedlichen Aktionen des Parsers aus-
wählen zu können. In einemLR(0)-Parser legt der aktuelle Zustand fest, was die nächste Aktion ist
– unabhängig von den nächsten Symbolen in der Eingabe.LR(k)-Parser fürk > 0 haben Zustände,
die ebenfalls aus Mengen von Items bestehen. Als Items werden hier allerdings nicht mehr kontextfreie
Items verwendet, sondernLR(k)-Items.LR(k)-Items sind kontextfreie Items, erweitert um Voraus-
schauwörter. EinLR(k)-Item ist von der Formi = [A → α.β, x] für eine ProduktionA → αβ von
G und ein Wortx ∈ (V k

T ∪ V
<k
T #). Das kontextfreie Item[A → α.β] heißt derKern, das Wortx

die VorausschaudesLR(k)-Itemsi. Die Menge allerLR(k)-Items für die GrammatikG bezeichnen
wir mit IG,k. DasLR(k)-Item [A → α.β, x] ist gültig für ein zuverlässiges Präfixγ, wenn es eine
Rechtsableitung

S′#
∗

=⇒
rm

γ′Xw# =⇒
rm

γ′αβw#

gibt mit x = (w#)|k. Ein kontextfreies Item[A→ α.β] können wir alsLR(0)-Item auffassen, indem
wir es um die Vorausschauε erweitern.

Beispiel 3.4.12Betrachten wir wieder die GrammatikG0. Dann gilt:

(1) [E → E + .T, )]

[E → E + .T, +] sind gültigeLR(1)-Items für das Präfix(E+

(2) [E → T., ∗] ist kein gültigesLR(1)-Item für irgendein zuverlässiges Präfix.
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Um die Beobachtung (1) einzusehen, betrachtet man die beiden Rechtsableitungen:

S′ ∗
=⇒
rm

(E) =⇒
rm

(E + T )

S′ ∗
=⇒
rm

(E + Id) =⇒
rm

(E + T + Id)

Die Beobachtung (2) folgt, weil in keiner Rechtssatzform das TeilwortE∗ auftreten kann. ⊓⊔

Der folgende Satz gibt eine Charakterisierung derLR(k)-Eigenschaft mit Hilfe gültigerLR(k)-Items.

Satz 3.4.3SeiG eine kontextfreie Grammatik. Für ein zuverlässiges Präfixγ seiIt(γ) die Menge der
LR(k)-Items vonG, die fürγ gültig sind.

Die GrammatikG ist genau dann eineLR(k)-Grammatik, wenn für alle zuverlässigen Präfixeγ
und alleLR(k)-Items[A→ α., x] ∈ It(γ) gilt:

1. Gibt es ein weiteresLR(k)-Item [X → δ., y] ∈ It(γ), dann istx 6= y.
2. Gibt es ein weiteresLR(k)-Item [X → δ.aβ, y] ∈ It(γ), dann istx 6∈ firstk(aβ)⊙k {y}. ⊓⊔

Satz 3.4.3 gibt Anlass, auch fürk > 0 LR(k)-geeignete bzw.LR(k)-ungeeignete Mengen von Items
zu definieren. SeiI eine Menge vonLR(k)-Items. Dann hatI einenreduce-reduce-Konflikt, wenn es
LR(k)-Items[X → α., x], [Y → β., y] ∈ I gibt mit x = y. I hat einenshift-reduce-Konflikt, wenn es
LR(k)-Items[X → α.aβ, x], [Y → γ., y] ∈ I gibt mit

y ∈ {a} ⊙k firstk(β)⊙k {x}

Fürk = 1 vereinfacht sich diese Bedingung zuy = a.
Die MengeI nennen wirLR(k)-ungeeignet, wenn sie einenreduce-reduce- oder einenshift-

reduce-Konflikt besitzt. Andernfalls nennen wir sieLR(k)-geeignet.
DieLR(k)-Eigenschaft bedeutet, dass man beim Lesen einer Rechtssatzform einen Kandidaten für

eine Reduktion zusammen mit der anzuwendenden Produktion eindeutig mithilfe des dazugehörigen
zuverlässigen Präfixes und derk nächsten Symbole der Eingabe identifizieren kann. Wenn wir jedoch
alle Kombinationen aus zuverlässigen Präfixen und Wörtern der Längek tabellieren wollten, hätten
wir Schwierigkeiten, weil es i.A. unendlich viele zuverlässige Präfixe gibt. Analog zu unserem Vorge-
hen beiLR(0)-Grammatiken können wir jedoch einen kanonischenLR(k)-Automaten konstruieren.
Der kanonischeLR(k)-AutomatLRk(G) ist ein deterministischer endlicher Automat. Seine Zustände
sind Mengen vonLR(k)-Items. Für jedes zuverlässige Präfixγ liefert der deterministische endliche
AutomatLRk(G) die Menge allerLR(k)-Items, die fürγ gültig sind. Nun hilft uns Satz 3.4.3 weiter.
Wegen Satz 3.4.3 bestimmt für eineLR(k)-Grammatik die Menge der fürγ gültigenLR(k)-Items zu-
sammen mit der Vorausschau eindeutig, ob im nächsten Schritt reduziert werden muss, und wenn ja,
mit welcher Produktion.

So wie derLR(0)-Parser Zustände des kanonischenLR(0)-Automaten kellert, kellert derLR(k)-
Parser Zustände des kanonischenLR(k)-Automaten. Die Auswahl zwischen verschiedenen möglichen
Aktionen desLR(k)-Parsers wird durch dieaction-Tabelle gesteuert. Diese Tabelle enthält für jede
Kombination von Zustand und Vorausschau einen der folgenden Einträge:

shift: lies das nächste Eingabesymbol;

reduce(X → α): reduziere mittels der ProduktionX → α;

error: melde Fehler und

accept: melde erfolgreiches Ende des Parserlaufs.

Eine zweite Tabelle, diegoto-Tabelle, enthält die Darstellung der Übergangsfunktion des kanonischen
LR(k)-AutomatenLRk(G). Sie wird konsultiert, wenn eineshift-Aktion oder einereduce-Aktion pas-
siert ist, um den neuen aktuellen Zustand oben auf dem Kellerzu berechnen. Bei einemshift bestimmt
sie den Übergang aus dem aktuellen Zustand unter dem gelesenen Symbol; bei einer Reduktion mittels
X → α den Übergang unterX aus dem Zustand unterhalb der Kellerzustände oben auf dem Keller, die
zuα gehören.
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Nebenaction- undgoto-Tabelle benötigt derLR(k)-Parser für eine GrammatikG ein Programm,
welches diese Tabellen interpretiert. Wir betrachten wieder nur den Fallk = 1. Zumindest im Prinzip
ist dieser Fall sogar ausreichend, da es zu jeder Sprache, für die es eineLR(k)-Grammatik und damit
einenLR(k)-Parser gibt, auch eineLR(1)-Grammatik und dementsprechend auch einLR(1)-Parser
konstruiert werden kann. Nehmen wir an, die Menge der Zustände desLR(1)-Parsers seiQ. Dann lässt
sich dieses Treiberprogramm implementieren durch:

list〈state〉 stack ← [q0];

terminal buffer ← scan();

state q; nonterminal X ; string〈symbol〉 α;

while (true) {

q ← hd(stack);

switch (action [q, buffer ]) {

case shift : stack ← goto[q, buffer ] :: stack ;

buffer ← scan();

break;

case reduce(X → α) : output(X → α);

stack ← tl(|α|, stack ); q ← hd(stack);

stack ← goto[q,X ] :: stack ;

break;

case accept : stack ← f :: tl(2, stack);

return accept ;

case error : output(′′. . .′′); goto err ;

}

Die Funktionlist〈state〉 tl(int n, list〈state〉 s) liefert die Listes in ihrem zweiten Argument
zurück, von der die oberstenn Elemente entfernt wurden. Wie bei dem Treiberprogramm fürLL(1)-
Parser wird im Fehlerfall zu einer Markeerr gesprungen, an der der Code zur Fehlerbehandlung steht.

Wir stellen drei Ansätze vor, wie aus einer kontextfreien GrammatikG einenLR(1)-Parser fürG
konstruiert werden kann. Das allgemeinste Verfahren ist das kanonischeLR(1)-Verfahren. Für jede
LR(1)-GrammatikG gibt es einen kanonischenLR(1)-Parser. Die Anzahl der Zustände dieses Parsers
kann jedoch gegebenenfalls groß sein. Deshalb wurden vereinfachte Verfahren vorgeschlagen, die mit
den Zuständen des kanonischenLR(0)-Automaten auskommen. Von diesen betrachten wir nur das
SLR(1)- und dasLALR(1)-Verfahren.

Unser Treiberprogramm fürLR(1)-Parser ist auf alle drei Parsertypen anwendbar: es gibt eine
MengeQ von Zuständen sowie eineaction- und einegoto-Tabelle, die das Treiberprogramm des Par-
sers steuern. Die verschiedenen Verfahren unterscheiden sich einerseits in dem zu Grunde liegenden
deterministischen endlichen Automaten. Das hat unterschiedliche Mengen von Zuständen zur Folge
und entsprechend unterschiedlichegoto-Tabellen. Andererseits wird bei den verschiedenen Verfahren
auch dieaction-Tabelle, d.h. die Vorausschausymbole für unterschiedliche Aktionen auf unterschiedli-
che Weise berechnet.

Konstruktion eines LR(1)-Parsers

DerLR(1)-Parser basiert auf dem kanonischenLR(1)-AutomatenLR1(G). Seine Zustände sind des-
halb Mengen vonLR(1)-Items. Bei der Konstruktion des kanonischenLR(1)-Automaten gehen wir
wie bei der Konstruktion des kanonischenLR(0)-Automaten vor, nur dass wir anstelle vonLR(0)-
ItemsLR(1)-Items verwenden. Das bedeutet, dass wir beim Abschluss einer Mengeq von LR(1)-
Items unterε-Übergängen für die neu hinzugefügten Items die Vorausschausymbole berechnen müssen.
Diese Menge ist die kleinste Lösung der Gleichung:

I = q ∪ {[A→ .γ, y] | ∃X → αAβ ∈ P : [X → α.Aβ, x] ∈ I, y ∈ first1(β)⊙1 {x}}
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Sie wird durch die folgende Funktion berechnet:

set〈item1〉 closure(set〈item1〉 q) {

set〈item1〉 result ← q;

list〈item1〉 W ← list_of(q);

nonterminal X ; string〈symbol〉 α, β; terminal x, y;

while (W 6= []) {

item1 i← hd(W ); W ← tl(W );

switch (i) {

case [_→ _ .Xβ, x] :

forall (α : (X → α) ∈ P )

forall (y ∈ first1(β)⊙1 {x})

if ([X → .α, y] 6∈ result) {

result ← result ∪ {[X → .α, y]};

W ← [X → .α, y] ::W ;

}

default : break;

}

}

return result ;

}

wobeiV die Menge aller SymboleV = VT ∪ VN bezeichnet. Der Anfangszustandq0 vonLR1(G) ist
gegeben durch:

q0 = closure({[S′ → .S,#]})

Weiterhin benötigen wir eine HilfsfunktionnextState(), die uns zu einer gegebenen Mengeq von
LR1-Items und einem SymbolX ∈ V = VN ∪ VT den Nachfolgezustand des kanonischenLR(1)-
Automaten berechnet. Die entsprechende Funktion bei der Konstruktion vonLR0(G) muss nun um
eine Behandlung der Vorausschausymbole erweitert werden:

set〈item1〉 nextState(set〈item1〉 q, symbol X) {

set〈item1〉 q′ ← ∅;

nonterminal A; string〈symbol〉 α, β; terminal x;

forall (A,α, β, x : ([A→ α.Xβ, x] ∈ q))

q′ ← q′ ∪ {[A→ αX.β, x]};

return closure(q′);

}

Die Menge der Zustände und die Übergangsrelation des kanonischenLR(1)-Automaten wird analog
zum kanonischenLR(0)-Automaten berechnet. Der Generator geht von dem Anfangszustand und ei-
ner leeren Menge von Übergängen aus und fügt so lange Nachfolgezustände und Übergänge hinzu, bis
alle Nachfolgezustände bereits in der Menge der gefundenenZustände enthalten sind. Die Übergangs-
funktion des kanonischenLR(1)-Automaten liefert diegoto-Tabelle desLR(1)-Parsers.

Wenden wir uns der Konstruktion deraction-Tabelle desLR(1)-Parsers zu. Enthält ein Zustandq
des kanonischenLR(1)-Automaten vollständigeLR(1)-Items [X → α., x], [Y → β., y], liegt kein
reduce-reduce-Konflikt vor, sofern nurx 6= y ist. Wenn derLR(1)-Parser in dem Zustandq ist, wird er
die Reduktion auswählen, deren Vorausschausymbol das nächste Eingabesymbol ist.

Enthält der Zustandq gleichzeitig ein vollständigesLR(1)-Item [X → α., x] und einLR(1)-Item
[Y → β.aγ, y], liegt keinshift-reduce-Konflikt zwischen ihnen vor, wenna 6= x ist. Im Zustandq wird
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der erzeugte Parser reduzieren, wenn das nächste Eingabesymbolx ist und lesen, wenn es gleicha ist.
Deshalb kann dieaction-Tabelle durch die folgende Iteration berechnet werden:

forall (state q) {

forall (terminal x) action [q, x]← error ;

forall ([X → α.β, x] ∈ q)

if (β = ε)

if (X = S′ ∧ α = S ∧ x = #) action [q,#]← accept ;

else action [q, x]← reduce(X → α);

else if (β = aβ′) action [q, a]← shift ;

}

Beispiel 3.4.13Wir betrachten einige Zustände des kanonischenLR(1)-Automaten für die kontext-
freie GrammatikG0. Die Nummerierung der Zustände ist dieselbe wie in Abbildung 3.18. Um eine
MengeS von LR(1)-Items übersichtlicher darzustellen, werden alle Vorausschauwörter inLR(1)-
Items ausS mit demselben Kern[A→ α.β] zu einer Vorausschaumenge

L = {x | [A→ α.β, x] ∈ q}

zusammen gefasst. Die Teilmenge{[A → α.β, x] | x ∈ L} repräsentieren wir durch[A → α.β, L].
Damit erhalten wir:

S′
0 = closure({[S → .E, {#}]})

= { [S → .E, {#}]

[E → .E + T, {#,+}],

[E → .T, {#,+}],

[T → .T ∗ F, {#,+, ∗}],

[T → .F, {#,+, ∗}],

[F → .(E), {#,+, ∗}],

[F → .Id, {#,+, ∗}] }

S′
1 = nextState(S′

0, E)

= { [S → E., {#}],

[E → E.+ T, {#,+}] }

S′
2 = nextState(S′

1, T )

= { [E → T., {#,+}],

[T → T. ∗ F, {#,+, ∗}] }

S′
6 = nextState(S′

1,+)

= { [E → E + .T, {#,+}],

[T → .T ∗ F, {#,+, ∗}],

[T → .F, {#,+, ∗}],

[F → .(E), {#,+, ∗}],

[F → .Id, {#,+, ∗}] }

S′
9 = nextState(S′

6, T ))

= { [E → E + T., {#,+}],

[T → T. ∗ F, {#,+, ∗}] }

Nach der Erweiterung um Vorausschausymbole enthalten die ZuständeS1, S2 und S9, die LR(0)-
ungeeignet waren, keine Konflikte mehr. In ZustandS′

1 wird bei nächstem Eingabesymbol+ gelesen,
bei# reduziert. In ZustandS′

2 wird bei∗ gelesen, bei# und+ reduziert; ebenso in ZustandS′
9.

Die Tabelle 3.6 zeigt die Zeilen deraction-Tabelle des kanonischenLR(1)-Parsers für die Gram-
matikG0, die zu den ZuständenS′

0, S
′
1, S

′
2, S

′
6 undS′

9 gehören. ⊓⊔

SLR(1)- und LALR(1)-Parser

Die Zustandsmengen vonLR(1)-Parsern können eventuell sehr groß werden. Deshalb werdenoft LR-
Analyseverfahren eingesetzt, die nicht ganz so mächtig sind, aber mit weniger Zuständen auskommen.
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Id ( ) ∗ + #

S′

0 s s

S′

1 s acc

S′

2 s r(3) r(3)

S′

6 s s

S′

9 s r(2) r(2)

Verwendete Nummerierung der Produktionen:

1 : S → E

2 : E → E + T

3 : E → T

4 : T → T ∗ F

5 : T → F

6 : F → (E)

7 : F → Id

Tabelle 3.6. Einige Zeilen deraction-Tabelle des kanonischenLR(1)-Parsers fürG0. s steht fürshift, r(i) für
reducemit Produktioni, acc für den Eintragaccept. Alle unbesetzten Einträge sinderror-Einträge.

Zwei häufig verwendeteLR-Analyseverfahren sind dieSLR(1)- (simpleLR-) undLALR(1)- (looka-
headLR-) Verfahren. JederSLR(1)-Parser ist ein speziellerLALR(1)-Parser, und jede Grammatik,
die einenLALR(1)-Parser besitzt, ist eineLR(1)-Grammatik.

Anstelle von Mengen vonLR(1)-Items werden beiSLR(1)- undLALR(1)-Parsern nur Mengen
kontextfreier Items als Zustände verwendet. Der Ausgangspunkt bei der Konstruktion vonSLR(1)-
undLALR(1)-Parsern ist deshalb der kanonischeLR(0)-AutomatLR0(G). Die MengeQ der Zu-
stände und diegoto-Tabelle für diese Parser stimmen mit der Menge der Zuständeund dergoto-Tabelle
des entsprechendenLR(0)-Parsers überein. Um eventuell auftretende Konflikte in denZuständen aus
Q aufzulösen, wird Vorausschau eingesetzt. Seiq ∈ Q ein Zustand des kanonischenLR(0)-Automaten
und [X → α.β] ein Item inq. Dann bezeichnen wir mitλ(q, [X → α.β]) die Vorausschaumenge, die
zu dem Item[X → α.β] in q hinzu gefügt wird. DasSLR(1)-Verfahren unterscheidet sich von dem
LALR(1)-Verfahren in der Definition der Funktion

λ : Q× IG → 2VT ∪{#}

Relativ zu einer solchen Funktionλ enthält der Zustandq vonLR0(G) einenreduce-reduce-Konflikt,
wenn es verschiedene vollständige Items[X → α.], [Y → β.] ∈ q gibt mit

λ(q, [X → α.]) ∩ λ(q, [Y → β.]) 6= ∅

Relativ zuλ enthältq einenshift-reduce-Konflikt, wenn es Items[X → α.aβ], [Y → γ.] ∈ q gibt mit
a ∈ λ(q, [Y → γ.]).

Gibt es in keinem Zustand des kanonischenLR(0)-Automaten einen Konflikt, reichen die Vor-
aussschaumengenλ(q, [X → α.]) aus, um eineaction-Tabelle zu konstruieren.

Bei SLR(1)-Parsern sind die Vorausschaumengen für Items unabhängig von den Zuständen, in
denen sie auftreten: die Vorausschau hängt einzig von der linken Seite der Produktion in dem Item ab:

λS(q, [X → α.β]) = {a ∈ VT ∪ {#} | S
′#

∗
=⇒ γXaw} = follow1(X)

für alle Zuständeq mit [X → α.] ∈ q. Einen Zustandq des kanonischenLR(0)-Automaten nennen
wir SLR(1)-ungeeignet, wenn er bzgl. der FunktionλS Konflikte enthält. Gibt es keineSLR(1)-
ungeeigneten Zustände, nennen wirG eineSLR(1)-Grammatik.

Beispiel 3.4.14Wir betrachten wieder die GrammatikG0 aus Beispiel 3.4.1. Ihr kanonischerLR(0)-
AutomatLR0(G0) besitzt die ungeeigneten ZuständeS1, S2 undS9. Um die FunktionλS übersichtlich
darzustellen, erweitern die vollständigen Items in den Zuständen durch diefollow1-Mengen ihrer linken
Seiten. Weilfollow1(S) = {#} undfollow1(E) = {#,+, )} ist, erhalten wir:
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S′′
1 = { [S → E., {#}], Konflikt beseitigt,

[E → E.+ T ]} da + 6∈ {#}

S′′
2 = { [E → T., {#,+, )}], Konflikt beseitigt,

[T → T. ∗ F ] } da ∗ 6∈ {#,+, )}

S′′
9 = { [E → E + T., {#,+, )}], Konflikt beseitigt,

[T → T. ∗ F ] } da ∗ 6∈ {#,+, )}

Also istG0 eineSLR(1)-Grammatik und besitzt einenSLR(1)-Parser. ⊓⊔

Die Mengefollow1(X) fasst alle Symbole zusammen, die auf das NichtterminalX in Satzformen der
Grammatik folgen können. Bei der Konstruktion einesSLR(1)-Parsers werden alleine diefollow1-
Mengen eingesetzt, um Konflikte zu lösen. In vielen Fällen ist reicht das jedoch nicht aus. Mehr Kon-
flikte lassen sich lösen, wenn der Zustand berücksichtigt wird, in dem das vollständige Item[X → α.]
auftritt. DiegenauesteVorausschaumenge, die den Zustand berücksichtigt, ist definiert durch:

λL(q, [X → α.β]) = {a ∈ VT ∪ {#} | S
′#

∗
=⇒
rm

γXaw ∧∆∗
G(q0, γα) = q}

Dabei istq0 der Anfangszustand und∆G die Übergangsfunktion des kanonischenLR(0)-Automaten
LR0(G). In λL(q, [X → α.]) sind nur die Terminalsymbole enthalten, die aufX in einer Rechtssatz-
formβXaw folgen können, sodassβα den kanonischenLR(0)-Automaten in den Zustandq überführt.

Wir nennen einen Zustandq des kanonischenLR(0)-AutomatenLALR(1)-ungeeignet, wenn er
bzgl. der FunktionλL Konflikte enthält. Die GrammatikG ist eineLALR(1)-Grammatik, wenn der
kanonischeLR(0)-Automat keineLALR(1)-ungeeigneten Zustände besitzt.

Zu einerLALR(1)-Grammatik gibt es also stets einenLALR(1)-Parser. Die Definition der Funkti-
onλL ist jedoch nicht konstruktiv, da in ihr Mengen von Rechtssatzformen auftreten, die i.A. unendlich
sind. Die MengenλL(q, [A→ α.β]) lassen sich jedoch als kleinste Lösung des folgenden Gleichungs-
systems charakterisieren:

λL(q0, [S
′ → .S]) = {#}

λL(q, [A→ αX.β]) =
⋃
{λL(p, [A→ α.Xβ]) | ∆G(p,X) = q} , X ∈ (VT ∪ VN )

λL(q, [A→ .α]) =
⋃
{first1(β)⊙1 λL(q, [X → γ.Aβ]) | [X → γ.Aβ] ∈ q′}

Das Gleichungssystem gibt an, wie die Mengen von Nachfolgesymbolen von Items in Zuständen zu-
stande kommen. Die erste Gleichung gibt an, dass hinter dem StartsymbolS′ nur# kommen kann. Die
zweite Klasse von Gleichungen beschreibt, dass die Folgesymbole eines Items[A → αX.β] in einem
Zustandq sich aus den Folgesymbolen hinter dem Item[A→ α.Xβ] in Zuständenp ergeben, aus denen
man unter Lesen vonX nachq gelangen kann. Die dritte Klasse von Gleichungen formalisiert, dass die
Folgesymbole eines Items[A→ .α] in einem Zustandq sich ergeben aus den Folgesymbolen vonVor-
kommenvonA in Items ausq hinter dem Punkt, d.h. aus den Mengenfirst1(β)⊙1 λL(q, [X → γ.Aβ])
für Items[X → γ.Aβ] in q.

Auf das Gleichungssystem für die MengenλL(q, [A → α.β]) über dem endlichen Teilmengen-
verband2VT ∪{#} ist das iterative Verfahren zur Berechnung kleinster Lösungen anwendbar. Indem
wir berücksichtigen, welche Nichtterminaleε produzieren, können allerdings die Vorkommen der1-
Konkatenation durch Vereinigungen ersetzt werden. Wir erhalten so ein äquivalentes reines Vereini-
gungsproblem, dessen Lösung sich mit dem schnellen Verfahren aus Abschnitt 3.2.7 lösen lässt.

Beispiel 3.4.15Die folgende Grammatik aus [ASU86] beschreibt eine Vereinfachung der C-Wertzu-
weisung:

S′ → S

S → L = R | R

L → ∗R | Id

R → L
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Diese Grammatik ist keineSLR(1)-Grammatik, aber eineLALR(1)-Grammatik. Die Zustände des
kanonischenLR(0)-Automaten sind gegeben durch:

S0 = { [S′→ .S],

[S → .L = R],

[S → .R],

[L→ . ∗R],

[L→ .Id],

[R→ .L] }

S1 = { [S′→ S.] }

S2 = { [S → L. = R],

[R→ L.] }

S3 = { [S → R.] }

S4 = { [L→ ∗ .R],

[R→ .L],

[L→ . ∗R],

[L→ .Id] }

S5 = { [L→ Id.] }

S6 = { [S → L = .R],

[R→ .L],

[L→ . ∗R],

[L→ .Id] }

S7 = { [L→ ∗R.] }

S8 = { [R→ L.] }

S9 = { [S → L = R.] }

Der ZustandS2 ist der einzigeLR(0)-ungeeignete Zustand. Es giltfollow1(R) = {#,=}. Diese
Vorausschaumenge für das Item[R→ L.] reicht nicht, um denshift-reduce-Konflikt in S2 zu lösen, da
das nächste zu lesende Symbol= in der Vorausschaumenge enthalten ist. Folglich ist die Grammatik
keineSLR(1)-Grammatik.

Die Grammatik ist jedoch eineLALR(1)-Grammatik. Das Übergangsdiagramm ihresLALR(1)-
Parsers zeigt Abbildung 3.20. Der Übersichtlichkeit halber wurden die VorausschaumengenλL(q, [A→
α.β]) direkt an dem Item[A→ α.β] des Zustandsq vermerkt. Im ZustandS2 besitzt das Item[R→ L.]
nun die Vorausschaumenge{#}. Weil diese Menge das nächste zu lesende Symbol= nicht enthält, ist
der Konflikt gelöst. ⊓⊔

3.4.4 Fehlerbehandlung inLR-Parsern

LR-Parser besitzen ebenso wieLL-Parser die Eigenschaft des fortsetzungsfähigen Präfixes.Das be-
deutet, dass jedes durch einenLR-Parser fehlerfrei analysierte Präfix der Eingabe zu einem korrekten
Eingabewort, einem Satz der Sprache, fortgesetzt werden kann. Trifft einLR-Parser in einer Konfigu-
ration auf ein Eingabesymbola mit action [q, a] = error , ist dies die frühestmögliche Situation, in
der ein Fehler entdeckt werden kann. Diese Konfiguration nennen wirFehlerkonfigurationundq den
Fehlerzustanddieser Konfiguration. Auch fürLR-Parser gibt es ein Spektrum von Fehlerbehandlungs-
verfahren:

• Vorwärtsfehlerbehandlung. Modifikationen werden in der restlichen Eingabe, nicht aber auf dem
Parserkeller vorgenommen.
• Rückwärtsfehlerbehandlung. Modifikationen werden auch auf dem Parserkeller vorgenommen.

Nehmen wir an,q sei der aktuelle Zustand unda das nächste Symbol in der Eingabe. Als mögliche
Korrekturen bieten sich die Aktionen ein verallgemeinertesshift(βa) für ein Item[A→ α.βaγ] ausq,
ein reducefür unvollständige Items ausq oderskipan:

• Die Korrekturshift(βa) nimmt an, dass das Teilwort zuβ ausgefallen ist. Es kellert deshalb die
Zustände, die der Item-Kellerautomat bei Lesen der Symbolfolgeβ vonq aus durchläuft. Anschlie-
ßend wird das Symbola gelesen und der entsprechendeshift-Übergang des Parsers ausgeführt.
• Die Korrektur reduce(A → α.β) nimmt an, dass das Teilwort, das zuβ gehört, fehlt. Deshalb

werden|α| viele Zustände vom Keller entfernt. Seip der Zustand, der danach oben auf dem Keller
liegt. Dann wird der Zustand gekellert, der sich ausp undA gemäß dergoto-Tabelle ergibt.
• Die Korrekturskip fährt mit dem nächsten Symbola′ in der Eingabe fort.

Eine einfache Standardfehlerbehandlungkönnte so aussehen. Nehmen wir an, es gebe keinen korrekten
Übergang untera. Enthält der aktuelle Zustand ein Item[A → α.βaγ], könnte versucht werden, mit
Lesen vona wiederaufzusetzen. Als Korrektur wird dannshift(βa) ausgeführt. Tritt das Symbol in kei-
ner rechten Seite eines Items ausq auf, aber als Vorausschau eines nichtvollständigen Item[A→ α.β]
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∗

R

Id

L
L

=

R

S4

S6

S0

[R→ L., {#}]
[S → L. = R, {#}]

L→ .Id, {#}]
[L→ . ∗R, {#}]
[R→ .L, {#}]
[S → L = .R, {#}]

[R→ .L, {#}]

[L→ . ∗R, {=,#}]
[S → .R, {#}]

[S ′ → .S], {#}
[S → .L = R, {#}]

[L→ ∗.R, {=,#}]
[R→ .L, {=,#}]
[L→ . ∗R, {=,#}]

[R→ L., {=,#}] [L→ ∗R., {=,#}]

Id

[L→ .Id, {=,#}]

[L→ .Id, {=,#}]

[L→ id., {=,#}]

∗

S7
R

S5

∗

S

S3

S8

S9

S1

[S ′ → S., {#}]

[S → R., {#}]

[S → L = R., {#}]

Id
S2

L

Abb. 3.20. Übergangsdiagramm desLALR(1)-Parsers für die Grammatik aus Beispiel 3.4.15.

in q, dann könnte als Korrekturreduce(A → α.β) ausgeführt werden. Sind inq mehrere solcher Kor-
rekturen möglich, wird eineplausibleKorrektur ausgewählt. Plausibel könnte etwa sein, die Operation
shift(βa) bzw.reduce(A→ α.β) auszuwählen, bei das fehlende Teilwortβ am kürzesten ist. Ist weder
eineshift- noch einereduce-Korrektur möglich, wird die Korrekturskipangewendet.

Beispiel 3.4.16Betrachten Sie die GrammatikG0 mit den Produktionen

E → E + T

E → T

T → T ∗ F

T → F

F → (E)

F → Id

für die wir in Beispiel 3.4.5 den kanonischenLR(0)-Automaten konstruiert haben. Als Eingabe wählen
wir

( Id + )

Nach Lesen des Präfixes(Id + enthält der Keller einesSLR(1)-Parsers die Folge der Zustände
S0S4S8S6, die dem zuverlässigen Präfix( E + entspricht. Der aktuelle ZustandS6 besteht aus den
Items:

S6 = { [E → E + .T ],

[T → .F ],

[F → .Id],

[F → .(E)] }

Weil wir einenSLR(1)-Parser betrachten, sind die Vorausschaumengen der Items in S6 jeweils gege-
ben durch diefollow1-Mengen der linken Seiten, d.h.
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S6 λS

[E → E + .T ] +, )

[T → .F ] ∗,+, )

[F → .Id] ∗,+, )

[F → .(E)] ∗,+, )

Lesen von) im ZustandS6 liefert den Werterror. Es gibt jedoch inS6 unvollständige Items mit Vor-
ausschau). Deshalb wird eines dieser Items zur Reduktion verwendet. Dazu kommt etwa das Item
[E → E + .T ] in Frage. Die Reduktion liefert als neuen KellerinhaltS0S4S8, daS8 der Nachfolgezu-
stand vonS4 unter Lesen der linken SeiteE ist. InS8 kann dann einshift-Übergang unter Lesen von)
erfolgen. Dies liefert den neuen ZustandS11 auf dem Keller. In einer Folge von Reduktionen wird nun
der Endzustandf erreicht. ⊓⊔

Diese Fehlerbehandlung ist eine reine Vorwärtsbehandlung. Sie wird in ähnlicher Form etwa von dem
Parsergenerator CUP für JAVA angeboten.

Die Ein-Fehler-Hypothese

Im Folgenden stellen wir ein verfeinertes Verfahren vor, das aus den Parsertabellen eine Fehlerbehand-
lung erzeugt, dabei aber annimmt, dass das Programmim wesentlichensyntaktisch korrekt ist und
deshalb nur minimal abgeändert werden muss. Das Verfahren geht ebenfalls vorwärts über die Einga-
be. Im Fehlerfall versucht es, die Eingabe nach Möglichkeitnur an einer einzigen Stelle abzuändern.
Das nennen wir dieEin-Fehler-Hypothese. Vorberechnete Informationen wird eingesetzt, um effizient
zu entscheiden, wie der Fehler in der Eingabe korrigiert werden sollte.

Eine Konfiguration desLR-Parsers notieren wir als(ϕq, ai . . . an), wobeiϕq der Kellerinhalt ist
mit aktuellem Zustandq, und die restliche Eingabeai . . . an. Das verfeinerte Verfahren versucht, zu je-
der Fehlerkonfiguration(ϕq, ai . . . an) einepassendeKonfiguration zu finden, in der eine Fortsetzung
der Analyse durch Lesen mindestens eines weiteren Eingabesymbols möglich ist. Eine Konfiguration
passtzu der Fehlerkonfiguration, wenn sie durch möglichst wenig Veränderungen aus der Fehlerkonfi-
guration hervorgeht. Mit der Annahme derein-Fehler-Hypotheseschränken wir die zugelassenen Ver-
änderungen drastisch ein. Die ein-Fehler-Hypothese besagt, dass der Fehler an der gegebenen Stelle
durchein fehlendes,ein überflüssiges oderein falsches Symbol an der Fehlerstelle verursacht wurde.
Der Fehlerbehandlungsalgorithmus verfügt deshalb über eine Operation für das Einsetzen, eine Opera-
tion für das Löschen und eine Operation für das ErsetzeneinesSymbols.

Sei(ϕq, ai . . . an) eine Fehlerkonfiguration. Das Ziel der Fehlerkorrektur miteiner der drei Opera-
tionen lässt sich wie folgt beschreiben:

Löschen: Finde Kellerinhalteϕ′p mit

(ϕq, ai+1 . . . an) ⊢
∗

(ϕ′p, ai+1 . . . an) und action [p, ai+1] = shift

Ersetzen: Finde ein Symbola und Kellerinhalteϕ′p mit

(ϕq, aai+1 . . . an) ⊢
∗

(ϕ′p, ai+1 . . . an) und action [p, ai+1] = shift

Einfügen: Finde ein Symbola und Kellerinhalteϕ′p mit

(ϕq, aai . . . an) ⊢
∗

(ϕ′p, ai . . . an) und action [p, ai] = shift

Die gesuchten Kellerinhalteϕ′p können sich dadurch ergeben, dass unter dem jeweils neuen nächsten
Eingabesymbol Reduktionen möglich sind, die in der Fehlerkonfiguration nicht möglich waren. Eine
wichtige Eigenschaft der drei Operationen ist, dass sie dieTerminierung des Fehlerbehandlungsverfah-
ren garantieren: jeder der drei Schritte stellt im Erfolgsfall den Lesezeiger um mindestens ein Symbol
weiter.
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Fehlerbehandlungsmethoden mit Zurücksetzen erlauben zusätzlich, eine zuletzt angewandte Pro-
duktion der FormX → αY rückgängig zu machen undY ai . . . an als Eingabe zu betrachten, wenn die
anderen Korrekturversuche gescheitert sind.

Ein naives Verfahren wird die verschiedenen Möglichkeiteneiner Fehlerkorrektur dynamisch, d.h.
während des Parserlaufs durchsuchen, bis eine geeignete Korrektur gefunden ist. Das Überprüfen ei-
ner Möglichkeit verlangt eventuell, eine Reihe Reduktionen durchzuführen, gefolgt von einem Test, ob
man ein Symbol lesen kann. Bei Misserfolg ist dann die Fehlerkonfiguration wiederherzustellen und
die nächste Möglichkeit auszprobieren. Die Suche nach derrichtigenAbänderung eines Symbols kann
damit sehr teuer sein. Deshalb interessieren wir uns fürVorberechnungen, die man bereits zur Generie-
rungszeit des Parsers durchführen kann, um Sackgassen bei der Fehlerkorrektur schneller zu erkennen.
Sei(ϕq, ai . . . an) wieder die Fehlerkonfiguration. Betrachten wir dasEinfügeneines Symbolsa ∈ VT .
Die Fehlerbehandlung kann aus der folgenden Sequenz von Schritten bestehen (siehe Abbildung 3.21
(a)):

(1) eine Folge von Reduktionen unter Vorausschausymbola, gefolgt von
(2) einer Leseaktion bezüglicha, gefolgt von
(3) einer Folge von Reduktionen unter Vorausschausymbolai.

Eine Vorberechnung ermöglicht es, viele Symbolea von vornherein auszuschließen, weil es keine
Teilfolgen für (1) oder (3) geben kann. Dazu berechnen wird für jeden Zustandq und jedesa ∈ VT

die MengeSucc(q, a) möglicherReduktionsnachfolgervon q untera berechnet. Die MengeSucc(q, a)
enthält den Zustandq zusammen mit allen Zuständen, in die der Parser ausq durch Reduktionen unter
Vorausschaua kommen kann. Die MengeSucc(q, a) ist die kleinste MengeQ′ mit den folgenden
Eigenschaften:

• q ∈ Q′;
• seiq′ ∈ Q′ und enthalteq′ ein vollständiges Item zu einer ProduktionA → X1 . . . Xk. Dann ist

auchgoto[p,A] ∈ Q′ für jeden Zustandp mit

goto[. . . goto[p,X1] . . . , Xk] = q

Mit Hilfe der MengeSucc(q, a) lässt sich die MengeSh(q, a) aller Zustände definieren, die von Re-
duktionsnachfolgern vonq untera durch einenshift-Übergang füra erreicht werden kann:

Sh(q, a) = {goto[q′, a] | q′ ∈ Succ(q, a)}

Red.Red.

(c)(a)

Red.Red.

(b)

Red.

ai+1
p

q

a
q′ p′

q p

q′ p′
a

pq
ai ai+1

Abb. 3.21. Schließen der Brücke bei der Fehlerkorrektur, (a) beim Einfügen, (b) beim Ersetzen, (c) beim Löschen
eines Symbols.

Mit Hilfe der MengenSh(q′, a′) für alle Zuständeq′ und Terminalsymbolea wird nun die Menge
aller Zustände definiert, die sich aus den Zuständen inSh(q, a) durch Reduktionen mit Vorausschauai

ergeben, gefolgt von einer Leseoperation fürai:

Sh(q, a, ai) =
⋃

{Sh(q′, ai) | q
′ ∈ Sh(q, a)}
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Eine Korrektur mittels Einfügen eines Symbolsa ist vielversprechend, wenn die MengeSh(q, a, ai)
nichtleer ist. Das Terminalsymbola ist ein Kandidat zum Schließen der Brücke in der Fehlerkonfigura-
tion. Soll die Vorberechnung weitergetrieben werden, kannfür den Zustandq und das Terminalsymbol
ai die Menge

Bridge(q, ai) = {a ∈ VT | Sh(q, a, ai) 6= ∅}

aller Kandidaten berechnet werden, die zur Fehlerkorrektur durch Einfügen in Betracht kommen.

Beispiel 3.4.17Wir betrachten die Grammatik aus Beispiel 3.4.15 mit demLALR(1)-Parser aus Ab-
bildung 3.20. Die ReduktionsnachfolgerSucc(q, a) von q untera, die MengenSh(q, a) und die Men-
genBridge(q, a) für a ∈ {=, ∗, Id} ergeben sich zu:

Succ(q, a) :

q = ∗ Id

S0 S0 S0 S0

S1 S1 S1 S1

S2 S2 S2 S2

S3 S3 S3 S3

S4 S4 S4 S4

S5 S2, S5 S5 S5

S6 S6 S6 S6

S7 S2, S7 S7 S7

S8 S2, S8 S8 S8

S9 S9 S9 S9

Sh(q, a) :

q = ∗ Id

S0 S4 S5

S1

S2 S6

S3

S4 S4 S5

S5 S6

S6 S4 S5

S7 S6

S8 S6

S9

Bridge(q, a) :

q = ∗ Id

S0 Id ∗ ∗

S1

S2 = =

S3

S4 Id ∗ ∗

S5 = =

S6 Id ∗ ∗
S7 = =

S8

S9

Betrachten wir, welche Fehlerkorrekturen unsere Vorberechnung vorschlagen würde.

Eingabe Fehlerkonfiguration Brücke Korrektur

∗ = Id # (S0S4, = Id #) Bridge(S4, =) = {Id} Einfügen vonId

Id == Id # (S0S2S6, = Id #) Bridge(S6, Id) = {∗} Ersetzen von=

durch∗

Ein Beispiel für eine Löschkorrektur ist:

Eingabe Fehlerkonfiguration Brücke Korrektur

Id Id = Id # (S0S5, Id = Id #) Sh(S5, =) 6= ∅ Löschen vonId
⊓⊔

Auf der Basis der vorberechneten Mengen kann ebenfalls effizient eine ein-Symbol-Ersetzungskorrektur
versucht werden. Der einzige Unterschied ist, dass SymboleausBridge(q, ai+1) betrachtet werden
müssen (siehe Abbildung 3.21 (b)).

Analoge Überlegungen liefern uns einen Test, ob eine ein-Symbol-Löschkorrekturvernünftig ist.
Das Löschen eines Symbolsa wird zur Fehlerbehandlung in Betracht gezogen, wenn die Menge
Sh(q, ai+1) nichtleer ist (siehe Abbildung 3.21 (c)). Für jede Kombination aus einem Zustandq und
einem Symbola lässt sich vorberechnen, ob es einen solchen Zustandp gibt. Tabelliert man dieses
Prädikat, lässt sich der Test durch einfaches Nachschlagenimplementieren.

Einen Sonderfall haben wir bisher ignoriert, nämlich Korrekturen bei erschöpfter Eingabe. Da das
Endesymbol# nie gelesen wird, sind Löschaktionen und oder Ersetzungsaktionen nicht möglich. Hier
bleiben nur Einsetzungskorrekturen übrig.

Die Einsetzung eines Terminalsymbolsa ist sinnvoll, wenn nach eventuellen Reduktionen ausq
untera ein Zustandp erreicht wird, aus dem nach Lesen vona ein Zustandp′ erreicht wird, aus dem
wiederum unter# Reduktionen inaccept-Konfigurationen möglich sind. Dazu kann für jeden Zustand
q die MengeAcc(q) vorberechnet werden, die alle Terminalsymbole enthält, die dazu in Frage kommen.
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Sei(ϕq, ai . . . an) wieder die Fehlerkonfiguration. Eine optimierte Fehlerbehandlung kann nun so
beschrieben werden:

Versuch zu löschen: Ist Sh(q, ai+1) 6= ∅, dannteste(ϕq, ai+1 . . . an);

Versuch zu ersetzen: Gibt es eina ∈ Bridge(q, ai+1), dannteste(ϕq, aai+1 . . . an);

Versuch einzusetzen: Gibt es eina ∈ Bridge(q, ai), dannteste(ϕq, aaiai+1 . . . an).

In der Prozedurtestewird das Parsen nach dem Korrekturversuch fortgesetzt. Wird der Rest der Eingabe
erfolgreich abgearbeitet, ist der Korrekturversuch gelungen. Schlägt der Versuch, erfolgreich den Rest
der Eingabe zu verarbeiten, jedoch fehl, kann der Parser einen weiteren Fehler annehmen und erneut
eine Fehlerkorrektur versuchen.

In einer ambitionierteren Implementierung wird der Parsernach Scheitern eines Korrekturversuchs
an die Fehlerstelle zurückkehren und einen weiteren Korrekturvorschlag testen. Schlagen sämtliche
Korrekturvorschläge fehl, wird ein besonderserfolgreicherKorrekturversuch ausgewählt und in der
dabei erreichten Konfiguration erneut eine Fehlerkorrektur versucht. Als Maß für den Erfolg einer Kor-
rektur könnte etwa die Länge der danach fehlerfrei konsumierten Eingabe dienen. Beachten Sie, dass
sich der Parser in diesem Fall nur jeweils einen erfolgreichsten bisher unternommenen Korrekturver-
such merken muss.

Die Vorwärtsbewegung

Unsere Vorberechnungen haben die Anzahl der zu überprüfenden Korrekturvorschläge deutlich einge-
schränkt. Nichtsdestoweniger kann es mehrere Möglichkeiten zur Korrektur geben. In dem Fall kann
es sich lohnen, eine Teilberechnung heraus zu faktorisieren, die von sämtlichen Korrekturversuchen
durchgeführt wird. Eine solche Teilberechnung ist eineVorwärtsbewegung, die allen Versuchen ge-
meinsam ist. Um eine solche Vorwärtsbewegung zu identifizieren, starten wir nicht mit einem spezifi-
schen Kellerinhalt, sondern betrachten sämtliche Zustände, in denen das Zeichenai+1 gelesen werden
kann. Dann wird versucht, ein möglichst langes Präfix vonai+1 . . . an zu reduzieren. Die Konfiguratio-
nen bestehen dabei aus Folgen vonMengenvon ZuständenQ in einem Fehlerkeller und der jeweiligen
restlichen Eingabe. Ist der Parser in der Menge von Zuständen Q bei nächstem Eingabesymbola, so
macht er für alleq ∈ Q alle Nichtfehler-Übergänge gemäßaction[q, a], wenn entweder alleshift liefern
oder allereduce(X → α) mit der gleichen ProduktionX → α und der Fehlerkeller nicht kürzer als|α|
ist. Die Vorwärtsbewegung stoppt,

• wenn für alleq ∈ Q action[q, a] = error gilt: dann liegt einzweiterFehler vor;
• wenn dieaction-Tabelle fürQ unda mehr als eine Aktion angibt;
• wenn sie die einzige Aktionacceptangibt: dann ist das Parsen beendet; oder
• wenn sie eine Reduktion verlangt, wobei die Länge der rechten Seite größer als die Tiefe des

Fehlerkellers ist: das würde zu einerReduktion über die Fehlerstellehinaus führen.

Als Ergebnis gibt die Vorwärtsbewegung das Wortγ zurück, zu dem sie das bis dahin gelesene Präfix
ai+1 . . . ak reduziert hat, gefolgt von der restlichen Eingabeak+1 . . . an. Beachten Sie, dass das Wortγ
oft sehr viel kürzer sein wird als das Teilwortai+1 . . . ak. In der Eingabe für die Aufrufe der Prozedur
testekann dann das Teilwortai+1 . . . an durchγ ak+1 . . . an ersetzt werden, wobei der Parser ein
NichtterminalA in der Eingabe stets wie einshift des SymbolsA behandelt.

Falsche Reduktionen inSLR(1)- und LALR(1)-Parsern

KanonischeLR(1)-Parser entdecken Fehler zum frühestmöglichen Zeitpunkt;sie lesen weder ein
Symbol über die Fehlerstelle hinaus, noch reduzieren sie unter einem falschen Vorausschausymbol.
SLR(1)- undLALR(1)-Parser lesen zwar auch nie ein Symbol über die Fehlerstellehinaus, machen
wegen der weniger differenzierten Vorausschaumengen jedoch eventuell noch Reduktionen, bevor sie
bei einemshift-Zustand den Fehler entdecken. Dazu legt man einen zusätzlichen Keller an, auf dem
man alle seit dem jeweils letzten Lesen durchgeführten Reduktionen speichert. Dieser Keller wird bei
einer Leseaktion wieder geleert. Im Fehlerfall werden die gekellerten Reduktionen in umgekehrter Rei-
henfolge wieder rückgängig gemacht.


